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Resumo
Neste trabalho, baseado em [11], [13] e [7] estudamos superfı´cies regradas tipo espac¸o
ou tipo tempo no espac¸o de Minkowski. Inicialmente, encontramos expresso˜es para
o triedro de Frenet de curvas tipo tempo, tipo espac¸o ou tipo luz. Mostramos que
uma superfı´cie regrada tipo tempo ou tipo espac¸o e´ desenvovı´vel se, e somente se,
o paraˆmetro de distribuic¸a˜o e´ nulo. Enta˜o, para o caso em que os vetores de Frenet
da diretriz na˜o sa˜o tipo luz, mostramos que a superfı´cie regrada tipo espac¸o ou tipo
tempo e´ desenvolvı´vel se, e somente se, a diretriz e´ uma he´lice. No caso em que algum
dos vetores de Frenet da diretriz e´ tipo luz, mostramos que a superfı´cie regrada tipo
tempo ou tipo espac¸o e´ desenvolvı´vel se, e somente se, a torc¸a˜o e´ constante. Estudamos
casos especiais, nos quais a superfı´cie regrada tipo tempo ou tipo espac¸o e´ gerada por
retas que esta˜o no plano osculador, ou no plano normal, ou no plano retificante, ou na
direc¸a˜o de algum dos vetores do triedro de Frenet.
Palavras chaves: Espac¸o de Minkowski, Paraˆmetro de Distribuic¸a˜o, Superfı´cies Regra-
das Desenvolvı´veis.
Abstract
In this Work, based in [11], [13] and [7] we study timelike and spacelike ruled surfaces
in Minkowski space. Initially we find expressions for Frenet trihedron of lightlike,
spacelike or timelike curves. We show that a timelike or spacelike ruled surface is
developable if and only if the distribution parameter is null. Then for the case where
some of the Frenet vectors of the directrix aren’t lightlike, we show that the timelike
ou spacelike ruled surface is developable if and only if the directrix is helix. In the
case where some of the Frenet vectors of the directrix is lightlike, we show that the
timelike or spacelike ruled surface is developable if and only if the torsion is constant.
We study special cases which the timelike or spacelike ruled surface is generated for
straight line that are in osculating plane, or in normal plane, or in rectifying plane, or
in the direction of some of the Frenet vectors.
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Introduc¸a˜o
Neste trabalho consideramos o espac¸o de MinkowskiR31, como sendo o espac¸o Euclidiano
3-dimensional, R3, dotado da forma bilinear sime´trica na˜o degenarada.
〈u, v〉1 : R3 ×R3 : −→ R
(u, v) 7→ u1v1 + u2v2 − u3v3,
onde a me´trica 〈,〉1 e´ chamada me´trica de Minkowski.
Este espac¸o foi introduzido por Hermann Minkowski em 1905. Maiores informac¸o˜es
sobre este espac¸o podem ser obtidas nas refereˆncias [1], [5], [6], [9] e [10].
Uma superfı´cie no espac¸o de Minkowski e´ chamada tipo tempo se a me´trica de
Minkowski e´ na˜o degenerada. Por outro lado, uma superfı´cie e´ chamada tipo espac¸o se
a me´trica de Minkowski e´ definida positiva [5]. A superfı´cie formada por retas ao longo
de uma curva e´ chamada de superfı´cie regrada. Uma parametrizac¸a˜o para a superfı´cie
regrada e´ dada seguinte forma
χ : I ×R : −→ R31
(s, t) 7→ χ(s, t) = α(s) + tX(s),
onde a curva α(s) e´ chamada a diretriz e as retas na direc¸a˜o de X(s) sa˜o chamadas as
geratrizes da superfı´cie regrada. Se o plano tangente e´ constante ao longo de cada reta
da superfı´cie a superfı´cie regrada e´ chamada superfı´cie regrada desenvolvı´vel.
O trabalho de Hacisalihoglu e Turgut [3], de 1997, apresenta um estudo sobre
as superfı´cies regradas tipo espac¸o. Ja´ o artigo de Yayli [12] define o paraˆmetro de
distribuic¸a˜o para superfı´cies regradas tipo tempo e relaciona com as superfı´cies regradas
desenvolvı´veis tipo tempo.
Nosso trabalho e´ baseado nos artigos [11], [13] e [7] e aborda um estudo sobre as
superfı´cies regradas desenvolvı´veis utilizando o paraˆmetro de distribuic¸a˜o. Yayli [12]
em 2000, definiu o paraˆmetro de distribuic¸a˜o para superfı´cies regradas tipo espac¸o,
onde a diretriz e´ uma curva tipo espac¸o. Em 2011, Yayli e Saracoglu [13], estudaram
as superfı´cies regradas tipo tempo e tipo espac¸o que tem como diretriz uma curva tipo
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espac¸o. No ano seguinte, Yayli e Saracoglu [7] estudaram as superfı´cies regradas tipo
tempo ou tipo espac¸o que tem como diretriz uma curva tipo tempo.
No primeiro capı´tulo deste trabalho estudamos formas bilineares, curvas, superfı´cies
regradas, linhas de estricc¸a˜o, paraˆmetro de distribuic¸a˜o, superfı´cies regradas desen-
volvı´veis e curvatura Gaussiana das superfı´cies regradas no espac¸o Euclidiano.
O segundo capı´tulo inicia com a definic¸a˜o do espac¸o de Minkowski e a demonstrac¸a˜o
das propriedades que sera˜o ultilizadas no decorrer do texto. Estudamos as definic¸o˜es de
curvas, superfı´cies regradas, linhas de estricc¸a˜o e paraˆmetro de distribuic¸a˜o no espac¸o
de Minkowski. Tambe´m classificamos os vetores deste espac¸o como tipo tempo, tipo
espac¸o e tipo luz. De maneira ana´loga, classificamos as curvas e superfı´cies neste
espac¸o. Fazemos um estudo do triedro de Frenet para cada curva regular no espac¸o de
Minkowski. Estudamos alguns resultados sobre he´lices similares aos resultados obtidos
no espac¸o Euclidiano. Ale´m disso, falamos sobre superfı´cies regradas e tambe´m sobre
o paraˆmetro de distribuic¸a˜o destas superfı´cies.
Iniciamos o terceiro capı´tulo com a definic¸a˜o de superfı´cie regrada desenvolvı´vel
no espac¸o de Minkowski. Em seguida caracterizamos as superfı´cies regradas desen-
volvı´vel tipo tempo e tipo espac¸o utilizando o paraˆmetro de distribuic¸a˜o. Estudamos
superfı´cies regradas desenvolvı´veis tipo tempo ou tipo espac¸o que tem como diretriz,
uma curva diferencia´vel parametrizada pelo comprimento de arco tipo tempo ou tipo
espac¸o. Com o auxı´lio do paraˆmetro de distribuic¸a˜o, relacionamos as superfı´cies re-
gradas desenvolvı´veis tipo tempo ou tipo espac¸o com as propriedades da diretriz da
superfı´cie regrada. Na u´ltima sec¸a˜o, definimos a curvatura Gaussiana para o espac¸o
de Minkowski e obtemos a curvatura Gaussiana para as superfı´cies regradas e as su-
perfı´cies regradas desenvolvı´veis.
No u´ltimo capı´tulo apresentamos alguns exemplos de superfı´cies regradas. Primei-
ramente consideramos uma curva α tipo espac¸o no espac¸o de Minkowski de forma
que α seja uma he´lice e escrevemos algumas superfı´cies regradas desenvolvı´veis e na˜o
desenvolvı´veis que tem α como diretriz. Em seguida, consideramos a mesma curva an-
terior, so´ que no espac¸o Euclidiano. Vamos reparametriza´-la pelo comprimento de arco
e mostraremos alguns exemplos de superfı´cies desenvolvı´veis e na˜o desenvolvı´veis




Neste capı´tulo estudamos alguns conceitos de curvas e superfı´cies no espac¸o Euclidiano
R3. Iniciamos com a definic¸a˜o de formas bilineares na Sec¸a˜o 1.1, seguindo na Sec¸a˜o 1.2
com o estudo de curvas e superfı´cies parametrizadas em R3. Na sec¸a˜o 1.3, definimos
superfı´cies regradas e superfı´cies regradas desenvolvı´veis em R3. Para finalizar o
capı´tulo, analisamos a curvatura de Gauss das superfı´cies regradas. Os resultados
apresentados esta˜o baseados nas refereˆncias [2], [4] e [8].
1.1 Formas Bilineares
Iniciamos estudando as formas bilineares.
Definic¸a˜o 1 Sejam V,V e W espac¸os vetoriais sobre R. Uma aplicac¸a˜o ϕ : V × V −→ W
definida por ϕ(x, y), chama-se forma bilinear, se dados x, x′ ∈ V e y, y′ ∈ V, ϕ satisfaz as
seguintes propriedades:
ϕ(x + x′, y) = ϕ(x, y) + ϕ(x′, y)
ϕ(x, y + y′) = ϕ(x, y) + ϕ(x, y′)
ϕ(αx, y) = αϕ(x, y), ∀α ∈ R
ϕ(x, αy) = αϕ(x, y), ∀α ∈ R.
Uma forma bilinear e´ chamada positiva se ϕ(x, x) ≥ 0 e ϕ(x, x) = 0⇔ x = 0. Dizemos que ϕ e´
na˜o degenerada se ϕ(v,w) = 0,∀w ∈ V, enta˜o v = 0.
Exemplo 1 Considereϕ : R3×R3 −→ R definida porϕ(x, y) = 〈x, y〉 = x1y1 +x2y2 +x3y3
(produto interno usual de R3), onde x = (x1, x2, x3) e y = (y1, y2, y3). Enta˜o ϕ e´ uma
forma bilinear definida positiva.
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3) ∈ R3, temos que
ϕ(x + x′, y) = (x1 + x′1)y1 + (x2 + x
′
2)y2 + (x3 + x
′
3)y3





= ϕ(x, y) + ϕ(x′, y),
ϕ(x, y + x′) = x1(y1 + x′1) + x2(y2 + x
′
2) + x3(y3 + x
′
3)





= ϕ(x, y) + ϕ(x, x′),
ϕ(αx, y) = (αx1)y1 + (αx2)y2 + (αx3)y3 = α(x1y1 + x2y2 + x3y3) = αϕ(x, y),
ϕ(x, αy) = x1(αy1) + x1(αy2) + x3(αy3) = α(x1y1 + x2y2 + x3y3) = αϕ(x, y).




3 ≥ 0 e ϕ(x, x) = 0 ⇔ x21 + x22 + x23 = 0 ⇔ x1 = x2 = x3 =
0⇔ x = (0, 0, 0).
Exemplo 2 Considereϕ : R3×R3 −→ Rdefinida porϕ(x, y) = 〈x, y〉1 = x1y1+x2y2−x3y3.
De modo ana´logo ao exemplo anterior, prova-se que e´ bilinear, mas na˜o e´ uma forma
bilinear positiva, pois tomando x = (1, 0, 1) obtemos ϕ(x, x) = 1 − 1 = 0.
1.2 Curvas e Superfı´cies Parametrizadas em R3
Nesta sec¸a˜o, estudamos as propriedades das curvas e superfı´cies parametrizadas em
R3 que sera˜o u´teis para o desenvolvimento do texto. Esta sec¸a˜o possui como texto base
a refereˆncia [8].
Definic¸a˜o 2 i)Uma curva parametrizada em R3 e´ uma aplicac¸a˜o α : I ⊂ R −→ R3 definida
por α(t) = (x(t), y(t), z(t)).
ii)Uma curva parametrizada α : I ⊂ R −→ R3 e´ dita diferencia´vel se as func¸o˜es coordenadas
x(t), y(t) e z(t) forem diferencia´veis.
iii)A curva α e´ regular se α′(t) , 0 para todo t ∈ I.
Neste capı´tulo sera˜o consideradas apenas curvas parametrizadas, que possuem todas
as suas derivadas contı´nuas.
Definic¸a˜o 3 Dado um x ∈ R3, o nu´mero |x| = √〈x, x〉 e´ chamado comprimento de x. Se






e´ chamada comprimento de arco da curva de t0 a t. Dizemos que a curva regular esta´ parame-
trizada pelo comprimento de arco, se s(t) = t − t0.
Quando a curva e´ regular temos o seguinte resultado.
Lema 1 Seja α : I −→ R3 uma curva regular e s : I −→ s(I) a func¸a˜o comprimento de
arco. Enta˜o existe uma func¸a˜o h inversa de s definida em um intervalo aberto J = s(I) e
β = α ◦ h : J −→ R3 e´ uma reparametrizac¸a˜o de α tal que |β′(s)| = 1.
Demonstrac¸a˜o: Como dsdt = s
′(t) = |α′(t)| > 0 para todo t ∈ I, assim s e´ um difeomorfismo
sobre s(I), logo existe a inversa h de s, isto e´, h(s(t)) = t e ultilizando a regra da cadeia























portanto |β′(s)| = 1.
O lema acima diz ainda que toda curva regular pode ser reparametrizada pelo compri-
mento de arco.
Definic¸a˜o 4 Seja α : I −→ R3 uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco.
Definimos:
i) α′(s) = T(s), o vetor tangente da curva α em s ∈ I.
ii) O nu´mero k(s) = |α′′(s)|, a curvatura de α em s ∈ I.
iii) Se k(s) > 0, N(s) = α′′(s)/k(s) o vetor normal de α em s ∈ I.
iv) B(s) = T(s) ∧N(s), o vetor binormal de α em s ∈ I.
v) O nu´mero τ(s) = −〈N′(s),B(s)〉, a torc¸a˜o de α em s ∈ I.
Para cada s ∈ I os vetores T(s),N(s) e B(s) formam uma base ortonormal em α(s) e sa˜o
chamados triedro de Frenet da curva α.
Cada par de vetores do triedro de Frenet determina um plano. O plano de R3 que
conte´m α(s) e e´ normal ao vetor T(s) e´ chamado de plano normal a curva α(s). O plano
que conte´m α(s) e que e´ normal ao vetor B(s) e´ chamado de plano osculador. O plano
que conte´m α(s) e que e´ normal ao vetor N(s) e´ chamado de plano retificante.
Seja α : I −→ R3 uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco com
k(s) > 0. Considere {T(s),N(s),B(s)} a base de Frenet ao longo da curva α. Enta˜o
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podemos escrever os vetores T′,N′,B′ nesta base da seguinte forma:
T′ = kN
N′ = −kT − τB
B′ = τN,
(1.1)
Estas equac¸o˜es sa˜o chamadas equac¸o˜es de Frenet.
Algumas curvas em R3 possuem propriedades interessantes como veremos na
definic¸a˜o a seguir.
Definic¸a˜o 5 Uma curva α : I −→ R3 e´ uma he´lice, se a func¸a˜o 〈α′(s),v〉|α′(s)||v| e´ constante para todo
s ∈ I, onde v ∈ R3 e´ um vetor na˜o nulo.
Quando a curvatura e a torc¸a˜o de α sa˜o na˜o nulas. Afirmamos que α e´ uma he´lice o
que e´ equivalente a dizermos que a func¸a˜o kτ e´ constante.
A seguir definiremos superfı´cies parametrizadas em R3.
Definic¸a˜o 6 Uma superfı´cie parametrizada regular e´ uma aplicac¸a˜o χ : U ⊂ R2 −→ R3
definida por χ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), onde U e´ um conjunto aberto, tal que:
i) χ e´ diferencia´vel de classe C∞.
ii) Para todo q = (u, v) ∈ U, a diferencial de χ em q, dχq : R2 −→ R3 e´ injetora.
Quandoχ e´ uma superfı´cie parametrizada regular dχq(R2) e´ um subespac¸o de dimensa˜o
dois emR3. Este espac¸o e´ chamado plano tangente da superfı´cie no ponto p = χ(q). Como
{e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)} e´ uma base de R2 e dχq : R2 −→ R3 e´ uma transformac¸a˜o linear
injetora temos que {dχq(e1) = χu, dχq(e2) = χv} e´ uma base para o plano tangente de χ.
Ale´m disso, podemos definir o vetor normal a superfı´cie da seguinte forma
η(u, v) =
χu ∧ χv
|χu ∧ χv| . (1.2)
Quando em p = χ(q) a transformac¸a˜o linear dχq : R2 −→ R3 na˜o e´ injetora dizemos que
p e´ um ponto singular, isto e´ χu ∧ χv = 0.
Observac¸a˜o: No capı´tulo 2 sera˜o obtidas as equac¸o˜es de Frenet para curvas no espac¸o
de Minkowski e tambe´m a definic¸a˜o de superfı´cie parametrizada regular para o espac¸o
de Minkowski.
1.3 Superfı´cies Regradas em R3
Nesta sec¸a˜o, estudamos o conceito de superfı´cies regradas emR3. Intuitivamente essas
superfı´cies regradas sa˜o um conjunto de pontos formados por retas ao longo de curvas
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emR3. Para o estudo dessas superfı´cies ultilizamos o conceito de famı´lia a 1-paraˆmetro
de retas.
Uma famı´lia a 1-paraˆmetro de retas {α(t),X(t)} e´ uma correspondeˆncia que associa
a cada t ∈ I um ponto α(t) ∈ R3 e um vetor X(t) ∈ R3, com X(t) , 0 e tais que α(t) e X(t)
sejam ambos diferencia´veis em t, onde I e´ um intervalo aberto da reta real.
Definic¸a˜o 7 Dada um famı´lia a 1-paraˆmetro de retas {α(t),X(t)} a superfı´cie S, parametrizada
por
χ(t, v) = α(t) + vX(t), t ∈ I, v ∈ R, (1.3)
e´ chamada superfı´cie regrada gerada pela famı´lia {α(t),X(t)}. A curva α(t) e´ chamada de diretriz
da superfı´cie e as retas Lt que passam por α(t) e esta˜o na direc¸a˜o de X(t) sa˜o chamadas de
geratrizes da superfı´cie.
Vamos supor que |X(t)| = 1, com t ∈ I. Ale´m disso suponha tambe´m que |X′(t)| , 0.
O lema a seguir mostra que, com essas hipo´teses e´ possı´vel reparametrizar a superfı´cie
regrada de forma que a diretriz seja ortogonal as geratrizes.
Lema 2 Seja S uma superfı´cie regrada parametrizada por χ(t, v) = α(t) + vX(t), com |X| = 1 e
|X′| , 0. Enta˜o e´ possı´vel reparametrizar S de forma u´nica, de modo que χ(t, v) = β(t) + vX(t),
com 〈β′(t),X′(t)〉 = 0
Demonstrac¸a˜o: Suponha a existeˆncia de tal curva β(t) = α(t) + u(t)X(t). Para simplici-
dade dos ca´lculos escrevamos β(t) = β, α(t) = α, u(t) = u, X(t) = X. Assim
β = α + uX⇒ β′ = α′ + u′X + uX′,
e
0 = 〈X′, β′〉 = 〈X′, α′〉 + u′〈X′,X〉 + u〈X′,X′〉.




β(t) = α(t) − 〈X
′, α′〉
〈X′X′〉 X(t).
Assim β(t) ∈ χ(t, v) ∀t ∈ I. Para mostrar que β esta´ bem definida precisamos verifi-
car que na˜o depende da parametrizac¸a˜o. Seja α outra diretriz da superfı´cie regrada,
podemos escrever
χ(t, v) = α(t) + vX(t) = α(t) + sX(t), (1.4)
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para alguma func¸a˜o s = s(v). Assim
β = α − 〈α
′,X′〉




β − β = (α − α) − 〈α
′ − α′,X′〉
〈X′,X′〉 .
Da equac¸a˜o (1.4) α − α = (s − v)X, assim α′ − α′ = (s − v)X′. A partir desses resultados
temos que
β − β = (α − α) + 〈α
′ − α′,X′〉
〈X′,X′〉 X
= (s − v)X − 〈(s − v)X
′,X′〉
〈X′,X′〉 X




Portanto β = β.
A curva β dada no Lema (2) e´ chamada linha de estricc¸a˜o da superfı´cie regrada S. Desse
modo podemos escrever a parametrizac¸a˜o da superfı´cie regrada da seguinte maneira:
χ(t, v) = β(t) + vX(t), (1.5)
onde β e´ a linha de estricc¸a˜o. Observe que 〈β′,X′〉 = 〈X′,X〉 = 0, consequentemente
β′∧X = λX′ para alguma func¸a˜o real λ. Aplicando o produto interno por X′ em ambos
os lados temos





onde 〈β′ ∧ X,X′〉 = det(β′,X,X′).
A func¸a˜o real PX e´ chamada paraˆmetro de distribuic¸a˜o da superfı´cie regrada. Uma
aplicac¸a˜o do paraˆmetro de distribuic¸a˜o e´ dada pelo lema a seguir.
Lema 3 Os pontos singulares da superfı´cie regrada esta˜o sobre a linha de estricc¸a˜o.
Demonstrac¸a˜o: Seja χ(t, v) = β(t) + vX(t) uma parametrizac¸a˜o da superfı´cie regrada S




χt ∧ χv = β′ ∧ X + vX′ ∧ X.
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Observe que:
〈χt ∧ χv, χt ∧ χv〉 = 〈β′ ∧ X + vX′ ∧ X, β′ ∧ X + vX′ ∧ X〉
= 〈λX′ + vX′ ∧ X, λX′ + vX′ ∧ X〉
= λ2〈X′,X′〉 + v2〈X′,X′〉
= (λ2 + v2)〈X′,X′〉,
A equac¸a˜o acima diz que (χt ∧ χv)(p) = 0 ⇔ λ2 + v2 = 0. Portanto p ∈ S e´ um ponto
singular de S se, e somente se, λ(p) = 0 e v = 0. Mas se v = 0 a parametrizac¸a˜o se resume
a` χ(t, v) = β(t). Concluı´mos que os pontos singulares da superfı´cie regrada esta˜o sobre
a linha de estricc¸a˜o.
Definic¸a˜o 8 As superfı´cies regradas que possuem o plano tangente constante ao longo de cada
geratriz sa˜o chamadas superfı´cies regradas desenvolvı´veis.
O lema a seguir caracteriza as superfı´cies regradas desenvolvı´veis utilizando o paraˆmetro
de distribuic¸a˜o.
Lema 4 Seja χ(t, v) = β(t) + vX(t) uma parametrizac¸a˜o para a superfı´cie regrada S em R3.
Enta˜o S e´ desenvolvı´vel se, e somente se, o paraˆmetro de distribuic¸a˜o e´ nulo.
Demonstrac¸a˜o: Seja
χ(t, v) = β(t) + vX(t)
uma parametrizac¸a˜o para S. Escrevendo o vetor normal η(t, v) = λ(t, v)χt ∧ χv, onde
λ(t, v) = 1|χt∧χv| . Derivando em relac¸a˜o a v, temos que




Considere S uma superfı´cie desenvolvı´vel enta˜o o plano tangente e´ constante ao longo
de cada reta da superfı´cie. Consequentemente o vetor normal da superfı´cie e´ constante
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ao longo destas retas. Logo ηv = 0, assim 〈ηv,X′〉 = 0, ou ainda
0 = 〈ηv,X′〉 = 〈λvχt ∧ χv + λχtv ∧ χv,X′〉
= λv〈β′ ∧ X + vX′ ∧ X,X′〉 + 〈λX′ ∧ X,X′〉
= λv〈β′ ∧ X,X′〉.
observe que λv , 0, pois
λv = −v〈X
′ ∧ X,X′ ∧ X〉
|χu ∧ χv| 32
, 0
Portanto o paraˆmetro de distribuic¸a˜o e´ nulo.
Reciprocamente observe que mostrar que a superfı´cie e´ desenvolvı´vel equivale a
verificar que 〈ηv, χt〉 = 〈ηv, χv〉 = 0, uma vez que |η|2 = 〈η, η〉 = 1⇒ 〈ηv, η〉 = 0. Usando
que o paraˆmetro de distribuic¸a˜o deve ser nulo e a equac¸a˜o (1.7), obtemos
〈ηv, χt〉 = 〈ηv, β′ + vX′〉
= 〈λvχt ∧ χv + λχtv ∧ χv, β′ + vX′〉
= λv〈β′ ∧ X + vX′ ∧ X, β′ + vX′〉 + 〈λX′ ∧ X, β′ + vX′〉
= λvv〈X′ ∧ X, β′〉 + λ〈X′ ∧ X, β′〉
= (vλv + λ)〈X′ ∧ X, β′〉
= −(vλv + λ)〈β′ ∧ X,X′〉,
e
〈ηv, χv〉 = 〈ηv,X〉
= 〈λvχt ∧ χv + λχtv ∧ χv,X〉
= λv〈β′ ∧ X + vX′ ∧ X,X〉 + 〈λX′ ∧ X,X〉
= 0.
Logo 〈ηv, χt〉 = 〈ηv, χv〉 = 0, ou seja η e´ constante ao longo de cada reta da superfı´cie.
Portanto S e´ uma superfı´cie regrada desenvolvı´vel.
Exemplo 3 Considereχ(u, v) = (vcos(u), vsen(u), au), onde a , 0 ∈ Ruma parametrizac¸a˜o
do Helico´ide. Vamos mostrar que o Helico´ide e´ uma superfı´cie regrada na˜o desen-
volvı´vel.
De fato, podemos reescrever a parametrizac¸a˜o do Helico´ide da seguinte forma
χ(u, v) = (0, 0, au) + v(cos(u), sen(u), 0).
17
A linha de estricc¸a˜o de X e´ dada por
β(u) = (0, 0, au),









Observe que esta superfı´cie regrada na˜o e´ desenvolvı´vel, pois PX = a , 0.
Ate´ o momento o estudo das superfı´cies regradas desenvolvı´veis foi dado de tal
forma que, tomando uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco,
|X| = 1 e |X′| , 0. Mas observe que para cada ponto da curva temos o triedro de
Frenet que forma uma base ortonormal de R3, enta˜o podemos tomar X escrito como
combinac¸a˜o linear dos vetores do triedro de Frenet e a partir daı´ obter informac¸o˜es
sobre a superfı´cie regrada. A seguir faremos tais considerac¸o˜es.
Considere α(s) uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco. Seja
χ(s, v) = α(s) + vX(s) uma superfı´cie regrada, onde as geratrizes esta˜o na direc¸a˜o de
X = x1T + x2N + x3B ao longo de α(s), com x1, x2, x3 constantes reais na˜o nulas, |X| = 1 e
|X′| , 0.
Com base nestes conceitos, podemos enunciar o seguinte teorema.
Teorema 1 Seja S uma superfı´cie regrada que tem como diretriz uma curva regular α parame-
trizada pelo comprimento de arco e as geratrizes na direc¸a˜o de X(s) = x1T(s) + x2N(s) + x3B(s),











Demonstrac¸a˜o: Usando o triedro de Frenet dado pelas equac¸o˜es (1.1), podemos obter
uma expressa˜o para X′ da seguinte forma:
X′ = x1T′ + x2N′ + x3B′ = x1kN − x2kT − x2τB + x3τN = −x2kT + (x1k + x3τ)N − x2τB.
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−x2k x1k + x3τ −x2τ
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
−x22τ − x1x3k − τx23
(x2k)2 + (x1k + x3τ)2 + (x2τ)2
=
−τ(x22 + x23) − x1x3k
(x2k)2 + (x1k + x3τ)2 + (x2τ)2
. (1.8)










Para obter o resultado acima foi essencial que X = x1T+x2N+x3B com xi; i = 1, 2, 3 fossem
constantes na˜o nulas, mas a equac¸a˜o (1.8) permite investigar o problema mesmo que
alguns xi sejam nulos. A situac¸a˜o em que isto ocorre sa˜o chamadas de casos especiais
e sera˜o tratados na sec¸a˜o seguinte.
1.3.1 Casos Especiais
O primeiro resultado dos casos especiais sera´ quando X esta´ na direc¸a˜o de alguns do
vetores de Frenet e sera˜o dados no seguinte teorema.
Teorema 2 Seja α : I −→ R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco e χ(s, v) =
α(s)+vX(s) uma superfı´cie regrada que tem α como diretriz. Enta˜o vale as seguintes afirmac¸o˜es.
i) Se X = T a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel.
ii) Se X = N, a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel se, e somente se, e´ parte de um plano.
iii) Se X = B a superfı´cie regrada na˜o e´ desenvolvı´vel.
Demonstrac¸a˜o: i) Se X = T, temos x1 = 1 e x2 = x3 = 0. Substituindo na equac¸a˜o (1.8),
temos que
PX = 0.
ii) Supondo que X = N, temos x1 = x3 = 0 e x2 = 1. Segue da equac¸a˜o (1.8) que
PX = − τk2 + τ2 .
19
Portanto PX = 0 ⇔ τ = 0. Assim α e´ uma curva planar no plano osculador. Como X
tambe´m esta´ no plano osculador a superfı´cie regrada desenvolvı´vel e´ parte de um plano.








, 0 ∀(s, v) ∈ I ×R.
Como PX , 0 a superfı´cie regrada na˜o pode ser desenvolvı´vel.
Quando X esta´ em algum dos planos formados pelos vetores de Frenet, temos o seguinte
teorema.
Teorema 3 Seja α : I −→ R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco e χ(s, v) =
α(s)+vX(s) uma superfı´cie regrada que tem α como diretriz. Enta˜o vale as seguintes afirmac¸o˜es.
i) Se X esta´ no plano normal, a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel se, e somente se, τ = 0.
ii) Se X esta´ no plano osculador, a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel se, e somente se, X = T ou
a superfı´cie regrada e´ parte de um plano.
iii) Se X esta´ no plano retificante, a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel se, e somente se, X = T.
Demonstrac¸a˜o: i) Se X esta´ no plano normal, temos x1 = 0 e X = x2N + x3B com
x22 + x
2











Logo PX = 0⇔ τ = 0.
ii) Supondo X no plano osculador, temos x3 = 0 e X = x1T + x1N com x21 + x
2
2 = 1.












Logo PX = 0⇔ x22τ = 0. Se x2 = 0 o resultado segue do Teorema 2. Mas se τ = 0, temos
que α e´ uma curva plana no plano osculador. Como X tambe´m esta´ no plano osculador
a superfı´cie regrada e´ parte de um plano.
iii) Se X esta´ no plano retificante, temos x2 = 0, X = x1T + x3B e x21 + x
2
3 = 1. Substituindo












Portanto PX = 0 se, e somente se, x3 = 0. Ale´m disso, α e´ uma linha de estricc¸a˜o, pois
〈α′,X′〉 = 〈T, kN〉 = 0.
1.4 A Curvatura de Gauss das Superfı´cies Regradas
Para finalizar este capı´tulo, iremos analisar nesta sec¸a˜o a curvatura de Gauss das
superfı´cies regradas.
Considere χ(t, v) = β(t)+vX(t) uma superfı´cie regrada. Sabemos que em cada ponto
ponto regular da superfı´cie a curvatura gaussiana e´ defina por
K =
eg − f 2
EG − F2 ,
onde E = 〈χt, χt〉, G = 〈χv, χv〉, F = 〈χt, χv〉 e = 〈χtt, η〉, g = 〈χvv, η〉, f = 〈χtv, η〉 sa˜o os
coeficientes da primeira e segunda forma fundamental. No nosso caso
χtt = β
′′ + vX′′, χtv = X′, χvv = 0. (1.9)
Assim




EG − F2 .
Tambe´m da equac¸a˜o 1.9 temos
f = 〈χtv, η〉 = 〈X′, χt ∧ χv|χt ∧ χv| 〉 = 〈X
′,
β′ ∧ X
|χt ∧ χv| 〉 =
λ|X′|2
|χt ∧ χv| ,
como








Portanto a curvatura Gaussiana e´ na˜o positiva e usando o Lema 4 temos que K e´
identicamente nula se, e somente se, S for uma superfı´cie regrada desenvolvı´vel.





Neste capı´tulo vamos definir o espac¸o de Minkowski e estudar suas propriedades.
Ale´m disso vamos fazer um estudo sobre as equac¸o˜es de Frenet para as curvas e sobre
as superfı´cies parametrizadas no espac¸o de Minkowski. Este capı´tulo e´ baseado nas
refereˆncias [11], [13], [7] e [10].
2.1 Definic¸a˜o e Propriedades
Nesta sec¸a˜o apresentaremos a definic¸a˜o do espac¸o de Minkowski e suas propriedades.
Definic¸a˜o 9 O Espac¸o de Minkowski e´ o espac¸o me´trico (R31, 〈,〉1) onde dados dois vetores
u = (u1,u2,u3) e v = (v1, v2, v3) de R3 a forma bilinear e´ dada por
〈u, v〉1 = u1v1 + u2v2 − u3v3. (2.1)
A forma bilinear acima 〈,〉1 e´ chamada me´trica de Minkowski.
A me´trica de Minkowski e´ tambe´m conhecida como me´trica de Lorentz. Observe que
a forma bilinear 〈u,u〉1 = u21 + u22 − u23 e´ na˜o definida positiva, pore´m e´ na˜o degenerada,
isto e´, 〈u, v〉1 = 0 para todo v ∈ R31, enta˜o v = 0. No espac¸o de Minkowski podemos
classificar os vetores da sequinte forma.
Definic¸a˜o 10 Um vetor v ∈ R31 e´ chamado:
1. tipo tempo, se 〈v, v〉1 < 0,
2. tipo espac¸o, se 〈v, v〉1 > 0 ou v e´ o vetor nulo,
3. tipo luz se, 〈v, v〉1 = 0 e v , 0.
Alguns conjuntos neste espac¸o merecem atenc¸a˜o especial, como o conjunto dos vetores
tipo tempo, o conjunto dos vetores tipo luz, tambe´m conhecido de cone de luz e o
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Figura 2.1: Cone de Luz
conjunto dos vetores tipo espac¸o, dados por:
T = {(x, y, z) ∈ R31; x2 + y2 − z2 < 0}
C = {(x, y, z) ∈ R31; x2 + y2 − z2 = 0} − {(0, 0, 0)}
E = {(x, y, z) ∈ R31; x2 + y2 − z2 > 0} ∪ {(0, 0, 0)}.
Observe que T ∪ C ∪ E = R31. Estes conjuntos esta˜o representados na Figura 2.1.
O espac¸o de Minkowski desperta muitas curiosidades. Tomemos por exemplo,
e1 = (1, 0, 0) e e3 = (0, 0, 1), vetores tipo espac¸o e tipo tempo respectivamente, assim e1 +
e3 = (1, 0, 1) e´ um vetor tipo luz, pois 〈(1, 0, 1), (1, 0, 1)〉1 = 0 e 〈e1, e3〉1 = 0. Observac¸o˜es
como esta nos motiva a estudar as propriedades deste espac¸o. Iniciamos este estudo
com a definic¸a˜o a seguir.
Definic¸a˜o 11 a) Seja v ∈ R31, o comprimento de v e´ dado por, |v|1 =
√|〈v, v〉1|. Um vetor
v ∈ R31 e´ dito unita´rio se |v|1 = 1.
b) Seja U ⊂ R31:
1. U e´ dito subespac¸o na˜o degenerado se a me´trica de Minkowski for na˜o degenerada.
2. O subespac¸o ortogonal de U e´ descrito pelo conjunto
U⊥ = {w ∈ R31; 〈u,w〉1 = 0,∀u ∈ U}.
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Dois vetores u e v sa˜o ortogonais se 〈u, v〉1 = 0.
Na definic¸a˜o acima a relac¸a˜o entre um subespac¸o na˜o degenerado e seu ortogonal esta´
ligada a` me´trica. A proposic¸a˜o a seguir relaciona a dimensa˜o dos dois espac¸os e o
espac¸o ambiente.
Proposic¸a˜o 1 Seja U um subespac¸o de R31 na˜o degenerado. Enta˜o
i) dim(U⊥) = dim(R31) − dim(U).
ii) (U⊥)⊥ = U.
iii) Se U e´ um subespac¸o na˜o degenerado enta˜o U⊥ e´ tambe´m na˜o degenerado.
Demonstrac¸a˜o: A verificac¸a˜o dessa proposic¸a˜o pode ser encontrada em [6].
Definic¸a˜o 12 Seja U ⊂ R31 um subespac¸o.
i) U e´ chamado ser tipo espac¸o, se a me´trica de Minkowski induzida neste subespac¸o e´ definida
positiva.
ii) U e´ chamado tipo tempo, se a me´trica de Minkowski e´ na˜o degenerada.
iii) U e´ chamado tipo luz ou nulo, se a me´trica de Minkowski e´ degenerada.
A classificac¸a˜o dos subespac¸os de R31 e´ dado a seguir.
Proposic¸a˜o 2 Seja v ∈ R31, enta˜o v e´ um vetor tipo tempo se, e somente se, < v >⊥ e´ um
subespac¸o tipo espac¸o e assim R31 =< v > ⊕ < v >⊥. Para vetores tipo espac¸o temos que se v e´
tipo espac¸o, se e somente se < v >⊥ e´ um subespac¸o tipo tempo.
Demonstrac¸a˜o: Vamos mostrar que os vetores que compoem a base de < v >⊥ sa˜o
vetores tipo espac¸o. Da definic¸a˜o temos U =< v > e´ um subespac¸o na˜o degenerado,
enta˜o da Proposic¸a˜o 1 temos que U⊥ tambe´m e´ na˜o degenerado. Logo U⊥ na˜o e´ tipo
luz. Suponha por contradic¸a˜o, que existe u ∈ U⊥ tipo tempo, tal que 〈u, v〉1 = 0.
Considere os vetores {e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)} e seja B = {e1, e2, e3} uma
base ortonormal de R31. Escrendo u e v nessa base, temos
u = a1e1 + a2e2 + a3e3, v = b1e1 + b2e2 + b3e3,
onde ai, bi; i = 1, 2, 3 sa˜o nu´meros reais. Assim temos que
〈u,u〉1 = a21 + a22 − a23 < 0,
〈v, v〉1 = b21 + b22 − b23 < 0,













a1b1 + a2b2 = a3b3. (2.4)




























Elevando a equac¸a˜o (2.4) ao quadrado temos
(a1b1 + a2b2)2 = a23b
2
3 =⇒ a21b21 + a22b22 = a23b23 − 2a1b1a2b2. (2.6)



















1 − 2a1b2a2b1 = (a1b2 − a2b1)2 < 0.
que e´ um absurdo. Logo u , 0 ∈ R31 tal que 〈u, v〉1 = 0 e´ um vetor tipo espac¸o. Con-
sideremos B = {u1,u2} uma base ortonormal de U⊥ e v temos treˆs vetores ortogonais e
linearmente independentes, ou seja, estes treˆs vetores formam uma base de R31. Por-
tanto R31 =< v > ⊕ < v >⊥.
Reciprocamente se < v >⊥=< u1,u2 > e´ um subespac¸o tipo espac¸o enta˜o v seria o
complemento da base de R31 e obrigatoriamente seria um vetor tipo tempo, pois do
contra´rio terı´amos treˆs vetores linearmente independentes tipo espac¸o.
Analogamente mostramos que, v e´ um vetor tipo espac¸o se, e somente se, < v >⊥ e´ um
subespac¸o tipo tempo.
De modo geral, para qualquer subespac¸o deR31 podemos classificar seu espac¸o ortogo-
nal.
Proposic¸a˜o 3 Considere U ⊂ R31 um subespac¸o. Enta˜o
i) U e´ tipo espac¸o se, e somente se, U⊥ e´ tipo tempo.
ii) U e´ tipo tempo se, e somente se, U⊥ e´ tipo espac¸o.
iii) U e´ tipo luz se, e somente se, U⊥ e´ tipo luz.
Demonstrac¸a˜o: i) Suponha que U seja tipo espac¸o, enta˜o existe u , 0 em U que e´ tipo
espac¸o e da proposic¸a˜o anterior < u >⊥ e´ um subespac¸o tipo tempo e U⊥ esta´ contido
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em < u >⊥, logo e´ tipo tempo.
Reciprocamente se U⊥ e´ tipo tempo, enta˜o existe v em U⊥ que e´ tipo tempo, assim< v >⊥
e´ um subespac¸o tipo espac¸o e como U esta´ contido em< v >⊥ temos que U e´ tipo espac¸o.
ii) E´ ana´loga a prova do item i).
iii) A prova e´ feita por contradic¸a˜o. Suponha que U e´ um subespac¸o tipo tempo,
enta˜o da Proposic¸a˜o 3 temos que U⊥ e´ tipo espac¸o, portanto uma contradic¸a˜o. Se supo-
mos que U⊥ e´ um subespac¸o tipo espac¸o tambe´m sera´ uma contradic¸a˜o pela Proposic¸a˜o
3. A recı´proca e´ ana´loga.
A proposic¸a˜o seguinte caracteriza dois vetores tipo luz que sa˜o linearmente depen-
dentes.
Proposic¸a˜o 4 Se u e v sa˜o dois vetores tipo luz, enta˜o eles sa˜o linearmente dependentes se e
somente se 〈u, v〉1 = 0.
Demonstrac¸a˜o: Suponha que u e v sa˜o linearmente dependentes, enta˜o u = αv para
algum nu´mero real α, assim
〈u, v〉1 = 〈αv, v〉1 = α〈v, v〉1 = 0.
Reciprocamente sejam u e v vetores tipo luz e ortogonais, isto e´, 〈u, v〉1 = 0. Considere
uma decomposic¸a˜o de R31 =< e3 >
⊥ ⊕ < e3 >, onde e3 = (0, 0, 1). Escrevendo u = x + w e
v = y + w temos:
〈x, y〉1 + 〈w,w〉1 + 〈x,w〉1 + 〈y,w〉1 = 0 (2.7)
〈x, x〉1 + 〈w,w〉1 + 2〈x,w〉1 = 0 (2.8)
〈y, y〉1 + 〈w,w〉1 + 2〈y,w〉1 = 0. (2.9)
Fazendo (2.8)+(2.9)-2(2.7) temos 〈x, x〉1 + 〈y, y〉1 − 2〈x, y〉1 = 0. Como x e y pertencem
a um subespac¸o tipo espac¸o podemos escrever 〈x, x〉1 = |x|21 e 〈y, y〉1 = |y|21. Enta˜o a
expressa˜o anterior se reduz a |x|21 + |y|21 − 2〈x, y〉1 = |x − y|21 = 0. Agora como x − y
pertence ao mesmo subespac¸o tipo espac¸o temos x = y. Portanto u e v sa˜o linearmente
dependentes.
Considere U um subespac¸o de duas dimensa˜o. Sabemos que se existe v ∈ U um
vetor tipo luz enta˜o U na˜o e´ um subespac¸o tipo espac¸o, pois neste caso a me´trica
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na˜o e´ definida positiva. A proposic¸a˜o a seguir diz que quando existem dois vetores
linearmente independentes tipo luz, U e´ um subespac¸o tipo tempo.
Proposic¸a˜o 5 Seja U ⊂ R31 um subespac¸o bi-dimensional. As seguintes afirmac¸o˜es sa˜o equi-
valentes:
1. U e´ um subespac¸o tipo tempo.
2. U conte´m dois vetores linearmente independentes tipo luz.
3. U conte´m um vetor tipo tempo.
Demonstrac¸a˜o: 1⇒ 2) Seja {e1, e2, e3} uma base ortonormal de R31 com e3 um vetor tipo
tempo. Enta˜o e2 + e3 e e2 − e3 sa˜o vetores linearmente independentes e tipo luz, pois
〈e2 + e3, e2 + e3〉1 = 〈e2, e2〉1 + 〈e3, e3〉1 = 1 − 1 = 0
〈e2 − e3, e2 − e3〉1 = 〈e2, e2〉1 + 〈e3, e3〉1 = 1 − 1 = 0.
2⇒ 3) Se u e v sa˜o dois vetores linearmente independentes tipo luz, enta˜o u+v ou u−v
e´ tipo tempo, pois
〈u + v,u + v〉1 = 2〈u, v〉1, 〈u − v,u − v〉1 = −2〈u, v〉1.
Como da Proposic¸ao˜ 4 temos 〈u, v〉1 , 0, segue que existe um vetor tipo tempo.
3 ⇒ 1) Seja v ∈ U um vetor tipo tempo. Assim U⊥ ⊂< v >⊥ que e´ um subespac¸o tipo
espac¸o e enta˜o U e um subespac¸o tipo tempo.
A proposic¸a˜o acima diz ainda que, se existe um vetor tipo tempo u e um vetor tipo luz
v em subespac¸o U ⊂ R31 de duas dimensa˜o, necessariamente existe um outro vetor tipo
luz w de forma que u e w sejam linearmente independentes, portanto U e´ um subespac¸o
tipo tempo. A situac¸a˜o em que U ⊂ R31 possui apenas um vetor tipo luz e na˜o existe
nenhum vetor tipo tempo e´ abordado a seguir.
Proposic¸a˜o 6 Seja U um subespac¸o de R31. As seguintes afirmac¸o˜es sa˜o equivalentes:
1. U e´ um subespac¸o tipo luz.
2. U conte´m um vetor tipo luz, mas nenhum vetor tipo tempo.
3. U ∩ C = L − {(0, 0, 0)}, e dim(L) = 1.
Demonstrac¸a˜o: 1⇒ 2) Suponha que U e´ um subespac¸o tipo luz, enta˜o existe um vetor
v tipo luz. Assim da Proposic¸a˜o 5 na˜o existem vetores tipo tempo.
2 ⇒ 3) Como existe um vetor tipo luz em U, U ∩ C e´ um conjunto na˜o vazio. Se
U conte´m dois vetores tipo luz linearmente independentes pela Proposic¸a˜o 5 existe um
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vetor tipo tempo, gerando uma contradic¸a˜o. Portanto U∩C = L−{(0, 0, 0)} e dim(L) = 1.
3 ⇒ 1) Supondo U ∩ C = L − {(0, 0, 0)} e dim(L) = 1 da Proposic¸a˜o temos que 5 U
na˜o e´ um subespac¸o tipo tempo, mas tambe´m na˜o pode ser um subespac¸o tipo espac¸o,
ja´ existe um vetor tipo luz em U. Portanto U e´ um subespac¸o tipo luz.
Proposic¸a˜o 7 Seja P um plano de R31. Denotemos por n um vetor ortogonal com relac¸a˜o a
me´trica Euclidiana. Enta˜o P e´ tipo espac¸o (resp. tipo tempo e tipo luz) se, e somente se, n e´ um
vetor tipo tempo (resp. tipo espac¸o e tipo luz).
Demonstrac¸a˜o: Se P e´ escrito como P = {(x, y, z) ∈ R3; ax + by + cz = 0}, enta˜o n e´
proporcional ao vetor (a, b, c). Podemos tambe´m escrever P da seguinte forma
P = {(x, y, z) ∈ R3; ax + by + cz = ax + by − (−cz) = 0} =< (a, b,−c) >⊥ .
Observe que se (a, b,−c) e´ um vetor tipo tempo n tambe´m e´ um vetor tipo tempo. O
mesmo acontece quando (a, b,−c) e´ tipo luz ou tipo espac¸o. Portanto segue o resultado.
A proposic¸a˜o a seguir mostra que comprimento de um vetor unita´rio tipo tempo na
me´trica de Minkowski nem sempre e´ unita´rio na me´trica Euclidiana.
Proposic¸a˜o 8 Se P e´ um plano tipo espac¸o e P =< v >⊥, com 〈v, v〉1 = −1, temos que
|v| ≥ 1,
Demonstrac¸a˜o: Escreve P = {(x, y, z) ∈ R3; ax+by+cz = 0}, com n = (a, b, c) e a2+b2+c2 =
1. Enta˜o P =< v >⊥, onde
v =
(a, b,−c)√
c2 − b2 − a2
e satifaz 〈v, v〉1 = −1. Calculando a norma euclidiana de v, tem-se
|v|2 = a
2 + b2 + c2
c2 − b2 − a2 =
1
c2 − b2 − a2 ≥ 1
A definic¸a˜o do produto vetorial no espac¸o de Minkowski e´ ana´loga a` definic¸a˜o dada
para o ambiente Euclidiano.
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Definic¸a˜o 13 Sejam u e v vetores de R31, definimos o produto vetorial de u e v ao u´nico vetor,
denotado por u ∧ v, que satisfaz
〈u ∧ v,w〉1 = det(u, v,w), (2.10)
onde det(u, v,w) e´ o determinante da matriz obtida colocando nas colunas, as coordenada dos
treˆs vetores u, v e w.
Considerando w = (i, j,−k) como um dos vetores da base usual, obtemos






A bilinearidade da me´trica assegura a existeˆncia e unicidade deste vetor.
Proposic¸a˜o 9 O produto vetorial em R31 satisfaz as seguintes propriedades:
1. u ∧ v = −v ∧ u.
2. u ∧ v e´ ortogonal a u e a v.
3. u ∧ v = 0, se e somente se u e v sa˜o proporcionais.
4. u ∧ v , 0 pertence ao plano P =< {u, v} >, se e somente se o plano P e´ tipo luz.
Demonstrac¸a˜o: As afirmac¸o˜es 1,2 e 3 seguem imediatamente das propriedades do
determinante. O ı´tem 4 segue da Proposic¸a˜o 4 e da Proposic¸a˜o 6.
2.2 Curvas no Espac¸o de Minkowski
Nesta sec¸a˜o desenvolvemos a teoria do triedro de Frenet para curvas emR31. Iniciamos
com a definic¸a˜o de curva parametrizada diferencia´vel, que e´ ana´loga a definic¸a˜o dada
em R3.
Definic¸a˜o 14 Uma curva parametrizada em R31 e´ uma aplicac¸a˜o α : I ⊂ R −→ R31 dada por
α(t) = (x(t), y(t), z(t)), onde I e´ um intervalo aberto da reta. A curva α e´ chamada diferencia´vel
se as func¸o˜es coordenadas x(t), y(t) e z(t) possuem todas derivadas contı´nuas.
Ao decorrer deste trabalho usaremos apenas curvas parametrizadas que possui
todas as suas derivadas contı´nuas. Na sec¸a˜o anterior classificamos todos os vetores
de R31 como sendo tipo espac¸o, tipo tempo e tipo luz. Baseados nessa ide´ia, tambe´m
podemos fazer o mesmo para as curvas, tomando como refereˆncia o vetor velocidade
da curva.
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Definic¸a˜o 15 Seja α : I ⊂ R −→ R31 uma curva parametrizada diferencia´vel.
i) α e´ chamada tipo espac¸o se, α′(t) e´ um vetor tipo espac¸o para todo t ∈ I.
ii) α e´ chamada tipo tempo se, α′(t) e´ um vetor tipo tempo para todo t ∈ I.
iii) α e´ chamada tipo luz se, α′(t) e´ um vetor tipo luz para todo t ∈ I.
Exemplo 4 Defina α : I −→ R31 tal que α(t) = (cosh(t), t2, senh(t)). Assim α′(t) =
(senh(t), 2t, cosh(t)) e ainda 〈α′(t), α′(t)〉1 = 4t2 − 1. Portanto a curva e´ tipo espac¸o nos
intervalos (−∞,− 12 ) ∪ (12 ,∞), e´ tipo luz para t = ±12 e tipo tempo no intervalo (− 12 , 12 ).
No espac¸o de Minkowski a definic¸a˜o de curva regular tambe´m e´ ana´loga a definic¸a˜o
dada em R31, porque a regularidade da curva na˜o depende da me´trica.
Definic¸a˜o 16 Uma curva parametrizada diferencia´vel α : I ⊂ R −→ R31 e´ chamada curva
regular se α′(t) , 0 para todo t ∈ I.
Proposic¸a˜o 10 Toda curva tipo luz ou tipo tempo e´ regular.
Demonstrac¸a˜o: Seja α uma curva em R31 parametrizada por α(t) = (x(t), y(t), z(t)). Se
α e´ tipo luz temos x′(t)2 + y′(t)2 − z′(t)2 = 0 e assim pelo menos uma dessas parcelas e´
na˜o nula, logo α′(t) , 0. Portanto α e´ regular. Analogamente se α e´ tipo tempo temos
x′(t)2 + y′(t)2 − z′(t)2 < 0, logo z′(t) , 0. Portanto α e´ uma curva regular.
As curvas tipo espac¸o na˜o esta˜o incluı´das na proposic¸a˜o porque podemos ter curvas
tipo espac¸o com α′(t) = 0, uma vez que o vetor nulo e´ tipo espac¸o. Um exemplo desta
situac¸a˜o sa˜o as curvas constantes.
A seguir veremos em quais situac¸o˜es as curvas no espac¸o de Minkowski podem ser
reparametrizada pelo comprimento de arco.





e´ chamada func¸a˜o comprimento de arco. Dizemos que a curva regular esta´ parametrizada pelo
comprimento de arco, se s(t) = t − t0.
Tendo em vista a definic¸a˜o acima podemos enunciar o seguinte lema.
Lema 5 Seja α : I −→ R31 uma curva regular tipo tempo ou tipo espac¸o e s : I −→ s(I) a func¸a˜o
comprimento de arco. Enta˜o existe uma func¸a˜o h inversa de s definida em um intervalo aberto
J = s(I) e β = α ◦ h : J −→ R31 e´ uma reparametrizac¸a˜o de α tal que |β′(s)|1 = 1.
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Demonstrac¸a˜o: Observe que dsdt = s
′(t) = |α′(t)|1 > 0 para todo t ∈ I, pois α e´ uma curva
tipo tempo ou tipo espac¸o. Assim s e´ um difeomorfismo sobre J = s(I), logo existe a
inversa de s, isto e´, existe h : J −→ I h(s(t)) = t. Utilizando a regra da cadeia para derivar























portanto |β′(s)|1 = 1.
Uma pergunta natural a ser feita e´ o que acontece com uma curva α : I −→ R31
regular e tipo luz. Sendo uma curva regular e tipo luz temos 〈α′(t), α′(t)〉1 = 0 para todo
t ∈ I, assim na˜o podemos reparametrizada de forma que 〈α′, α′〉1 = 1. Por diferenciac¸a˜o
temos 〈α′′(t), α′(t)〉1 = 0. Suponha que α′′(t) , 0 a curva α(t) na˜o e´ uma reta, enta˜o α′′(t)
na˜o esta´ na direc¸a˜o de α′(t). Logo pela Proposic¸a˜o 4 temos que α′′(t) na˜o e´ tipo luz, mas
como < α′(t) >⊥ e´ tipo luz a Proposic¸a˜o 6 afirma que < α′(t) >⊥ na˜o possui nenhum
vetor tipo tempo. Portanto α′′(t) e´ tipo espac¸o.
Para curvas tipo luz podemos enunciar o seguinte resultado.
Lema 6 Seja α : I −→ R31 uma curva tipo luz em R31. Existe uma reparametrizac¸a˜o de α dada
por β(s) = α(φ(s)) de maneira que |β′′(s)|1 = 1.
Demonstrac¸a˜o: Escrevendoβ(s) = α(φ(s)), ondeφ e´ a func¸a˜o procurada. Por diferenciac¸a˜o
temos
β′(s) = φ′(s)α′(t)
β′′(s) = φ′′(s)α′(t) + [φ′(s)]2α′′(t).
Assim
〈β′′(s), β′′(s)〉1 = 〈φ′′(s)α′(t) + [φ′(s)]2α′′(t), φ′′(s)α′(t) + [φ′(s)]2α′′(t)〉1 = [φ′(s)]4〈α′′(t), α′′(t)〉1.
Em consequeˆncia de α′′(t) ser tipo espac¸o, β′′(s) tambe´m e´ tipo espac¸o. Para que
|β′′(s)|1 = 1, podemos definir φ(s) como resultado da seguinte equac¸a˜o diferencial de
primeira ordem
φ(s) =
1√|α′′(φ(s))|1 , φ(0) = t0.
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O teorema de soluc¸o˜es de equac¸o˜es diferenciais ordina´rias garante a existeˆncia e unici-
dade de φ.
2.3 Equac¸o˜es de Frenet
Na Sec¸a˜o 1.2 definimos as equac¸o˜es de Frenet para curvas emR3. Nesta sec¸a˜o faremos
considerac¸o˜es ana´loga para curvas emR31. Isto e´, construiremos uma base formada por
vetores ao longo da curva, que sera´ chamada base de Frenet. A partir daı´ deduziremos
as equac¸o˜es de Frenet. Neste estudo sera´ considerado apenas curvas parametrizadas
pelo comprimento de arco e curvas tipo luz.
Seja α : I −→ R31 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. Seja α′(s) =
T(s) o vetor tangente. Observe que 〈T(s),T′(s)〉1 = 0 enta˜o se α e´ uma reta T′(s) = 0 o vetor
tangente e´ um vetor constante, assim quaisquer treˆs vetores linearmente independentes
de maneira que um deles seja o tangente formam uma base de Frenet. Quando α na˜o
e´ uma reta, isto e´, T′(s) , 0 em definimos o vetor normal N(s), o vetor binormal B(s) de
maneira que eles formam uma base deR31 e ale´m disso a curvatura k(s) e a torc¸a˜o τ(s) de
α. Na˜o sera˜o definimos de modo geral como na Sec¸a˜o 1.2 por que devemos considerar
o tipo de curvas que estamos trabalhando.
Assim como em R3 cada par de vetores do triedro de Frenet determina um plano.
O plano de R31 que conte´m α(s) e e´ formado pelos vetores N(s) e B(s) e´ o plano normal
a curva α(s). O plano que conte´m α(s) e formado por T(s) e N(s) e´ chamado plano
osculador. O plano que conte´m α(s) e formado pelos vetores T(s) e B(s) e´ chamado plano
retificante.
2.3.1 Equac¸o˜es de Frenet para Curvas Tipo Tempo
Seja α : I −→ R31 e´ uma curva tipo tempo temos 〈T(s),T(s)〉1 = −1 e 〈T(s),T′(s)〉1 = 0,
enta˜o T′(s) e´ um vetor tipo espac¸o independente de T(s). Assim, definimos a curvatura
de α em s como k(s) = |T′(s)|1. O vetor normal N(s) e´ definido por N(s) = T′(s)/k(s).
Ale´m disso, definimos o vetor binormal B(s) por B(s) = T(s)∧N(s) e a torc¸a˜o como sendo
τ = 〈N′,B〉1.
O vetor B(s) e´ unita´rio e tipo espac¸o pois 〈T(s),B(s)〉1 = 0, assim B(s) ∈< T >⊥ que e´
um subespac¸o tipo espac¸o. Portanto para cada s, {T,N,B} forma uma base ortonormal
de R31 que e´ chamada de triedro de Frenet de α. Logo abaixo descreveremos a relac¸a˜o
entre os vetores {T,N,B}.
Considere T(s) = T,N(s) = N,B(s) = B e T = (x1, x2, x3),N = (y1, y2, y3),B = (z1, z2, z3),
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enta˜o





∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x2y3 − y2x3, y1x3 − x1y3, y1x2 − y2x1) = (z1, z2, z3). (2.12)
Calculando T ∧ B





∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x2z3 − z2x3, z1x3 − x1z3, z1x2 − z2x1),
usando (2.12) e que x21 + x
2
2 − x23 = −1
x2z3 − z2x3 = x2(y1x2 − y2x1) − (y1x3 − x1y3)x3
= y1(x22 − x23) − x1x2y2 + x1x3y3
= y1(−1 − x21) − x1x2y2 + x1x3y3
= −y1 − x1(x1y1 + x2y2 − x3y3)
= −y1 − x1〈T,N〉1
= −y1.
Analogamente z1x3 − x1z3 = −y2 e z1x2 − z2x1 = −y3. Logo T ∧ B = −N. Finalmente
calculando N ∧ B temos:





∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (y2z3 − z2y3, z1y3 − y1z3, z1y2 − z2y1),
usando (2.12) e que y21 + y
2
2 − y23 = 1, temos que
y2z3 − z2y3 = y2(y1x2 − y2x1) − (y1x3 − x1y3)y3
= −x1(y22 − y23) + x2y1y2 − y1x3y3
= −x1(1 − y21) + x2y1y2 − y1x3y3
= −x1 + y1(x1y1 + x2y2 − x3y3)
= −x1 + y1〈T,N〉1
= −x1.
Ana´logamente z1y3 − y1z3 = −x2 e z1y2 − z2y1 = −x3. Logo N ∧ B = −T. Resumindo,
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mostramos que
B = T ∧N = −N ∧ T, N = B ∧ T = −T ∧ B, T = −N ∧ B = B ∧N. (2.13)
Vamos agora deduzir as equac¸o˜es de Frenet. Da definic¸a˜o do vetor normal temos que
N = T′/k com k(s) = k > 0, daı´
T′ = kN. (2.14)
Utilizando a definic¸a˜o de torc¸a˜o, concluı´mos que
τ = 〈N′,B〉1 = −〈B′,N〉1 ⇒ 〈τN,N〉1 + 〈B′,N〉1 = 0⇒ 〈τN + B′,N〉1 = 0.
Portanto
B′ = −τN (2.15)
Das equac¸o˜es 2.13 podemos escrever N = B∧T e usando as equac¸o˜es (2.14) e (2.15),
obtemos
N′ = B′ ∧ T + B ∧ T′ = −τN ∧ T + kB ∧N = τB + kT. (2.16)
Assim as equac¸o˜es (2.14), (2.15) e (2.16) sa˜o chamadas as equac¸o˜es Frenet para uma
curva α tipo tempo. 
T′ = kN
N′ = kT + τB
B′ = −τN.
(2.17)
2.3.2 Equac¸o˜es de Frenet para Curvas Tipo Espac¸o
Considere α uma curva tipo espac¸o parametrizada pelo comprimento de arco, ou seja
〈α′, α′〉1 = 1. Como α′ = T e´ tipo espac¸o < T >⊥ e´ uma subespac¸o tipo tempo de duas
dimensa˜o. A Proposic¸a˜o 5 afirma que existem dois vetores linearmente independentes
tipo luz em < T >⊥. Assim devemos considerar treˆs casos:
Caso 1) O vetor T′ e´ tipo tempo. Assim, definimos a curvatura de α em s como
k(s) = |T′(s)|1. O vetor normal N(s) e´ definido por N(s) = T′(s)/k(s). Ale´m disso, defi-
nimos o vetor binormal B(s) por B(s) = T(s) ∧ N(s) e a torc¸a˜o como sendo τ = 〈N′,B〉1.
Assim N e´ um vetor tipo tempo e B e´ um vetor tipo espac¸o, pois B ∈< N >⊥ que e´ um
subespac¸o tipo espac¸o. Usando os mesmos argumentos do caso em que α e´ uma curva
tipo tempo, podemos obter as relac¸o˜es abaixo
B = T ∧N = −N ∧ T, T = N ∧ B = −B ∧N, N = T ∧ B = −B ∧ T. (2.18)
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As equac¸o˜es de Frenet sa˜o obtidas de maneira similar a situac¸a˜o em a curva α e´ tipo
tempo. De fato, da definic¸a˜o do vetor normal obtemos que T′ = kN. Como a torc¸a˜o
τ = 〈N′,B〉1 temos
τ = 〈N′,B〉1 = −〈B′,N〉1 ⇒ 〈τN,N〉1 − 〈B′,N〉1 = 0⇒ 〈τN − B′,N〉1 = 0.
Logo
B′ = τN. (2.19)
Usando (2.18), a expressa˜o de N′ e´ dada por
N′ = T′ ∧ B + T ∧ B′ = kN ∧ B + τT ∧N = kT + τB. (2.20)
Portanto de (2.19) e (2.20) as equac¸o˜es de Frenet para este caso sa˜o
T′ = kN
N′ = kT + τB
B′ = τN
(2.21)
Caso 2) O vetor T′ e´ tipo espac¸o. Assim, definimos a curvatura de α em s como
k(s) = |T′(s)|1. O vetor normal N(s) e´ definido por N(s) = T′(s)/k(s). Ale´m disso, definimos
o vetor binormal B(s) por B(s) = T(s) ∧ N(s) e a torc¸a˜o como sendo τ = −〈N′,B〉1. Assim
N e´ tipo espac¸o e portanto B ∈< {T,N} >⊥ e´ tipo tempo pois < {T,N} > e´ um subespac¸o
tipo espac¸o. Os vetores de Frenet possuem a seguinte relac¸a˜o.
B = T ∧N = −N ∧ T, T = B ∧N = −N ∧ B, N = T ∧ B = −B ∧ T, (2.22)
Da definic¸a˜o do vetor normal temos que T′ = kN. Por outro lado a torc¸a˜o e´ dada
por τ = −〈N′,B〉1, daı´ temos que
τ = −〈N′,B〉1 = 〈B′,N〉1 ⇒ 〈τN,N〉1 − 〈B′,N〉1 = 0⇒ 〈τN − B′,N〉1 = 0.
Logo
B′ = τN. (2.23)
Derivando N dado na equac¸a˜o (2.22) obtemos
N′ = T′ ∧ B + T ∧ B′ = kN ∧ B + τT ∧N = −kT + τB.
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Portanto as equac¸o˜es de Frenet sa˜o dadas na seguinte forma:
T′ = kN
N′ = −kT + τB
B′ = τN.
(2.24)
Caso 3) O vetor T′ e´ tipo luz. Neste caso na˜o faz sentido definir a curvatura como
k = |T′|1, pois |T′|1 = 0. Definimos N = T′ o vetor normal de α. Como α e´ uma curva
tipo espac¸o temos < T >⊥ e´ um subespac¸o tipo tempo e pela Proposic¸a˜o 5 existem dois
vetores tipo luz em < T >⊥ linearmente independentes que na˜o sa˜o ortogonais. Como
N e´ tipo luz, defina o vetor binormal B ∈< T >⊥ como o u´nico vetor tipo luz tal que
〈N,B〉1 = 1. Ale´m disso, defina τ = 〈N′,B〉1 a torc¸a˜o de α.
Para calcular as equac¸o˜es de Frenet e´ preciso encontrar uma expressa˜o para T′, N′
e B′. Observe que 〈N,N〉1 = 0, assim 〈N′,N〉1 = 0. Mas por outro lado
〈T,N〉1 = 0⇒ 〈T′,N〉1 + 〈T,N′〉1 = 0⇒ 〈T,N′〉1 = 0.
Assim podemos escrever N′ = aN + bB e
τ = 〈N′,B〉1 = 〈aN + bB,B〉1 = 〈aN,B〉1 + 〈bB,B〉1 = a
0 = 〈N′,N〉1 = 〈aN + bB,N〉1 = 〈aN,N〉1 + 〈bB,N〉1 = b.
Portanto
N′ = τN.
Para obter B′ observe que
〈N,B〉1 = 1⇒ 〈N′,B〉1 + 〈N,B′〉1 = 〈τN,B〉1 + 〈N,B′〉1 + 〈T,N〉1 = 〈T + τB + B′,N〉1 = 0.
Logo
B′ = −T − τB.
Portanto as equac¸o˜es de Frenet para este caso sa˜o:
T′ = N
N′ = τN
B′ = −T − τB.
(2.25)
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2.3.3 Equac¸o˜es de Frenet para Curvas Tipo Luz
Considere α : I −→ R31 uma curva tipo luz. Ja´ vimos anteriormente que α na˜o pode ser
parametrizada pelo comprimento de arco, apenas podemos reparametrizar de forma
que |α′′(s)|1 = 1 pelo Lema 6. Para construir o triedro de Frenet defina T′ = N o vetor
normal de α. O vetor binormal B como o u´nico vetor tipo luz ortogonal a N de forma
que 〈T,B〉1 = 1. Assim temos uma base de R31 que seus vetores se relaciona de forma
mais simples, uma vez que neste caso na˜o e´ possı´vel escrever uma base ortogonal.
Analogamente ao caso que α e´ tipo espac¸o com T′ tipo luz, na˜o definimos a curvatura
de α mas a torc¸a˜o τ de α e´ dada por τ = 〈N′,B〉.
Vamos agora encontrar as equac¸o˜es de Frenet. Sendo 〈T,B〉1 = 1 temos
0 = 〈T′,B〉1 + 〈T,B′〉1 = 〈N,B〉1 + 〈T,B′〉1 = 〈T,B′〉1.
Como B e´ tipo luz e 〈B,B′〉1 = 0, podemos escrever B′ = aN + bT. Daı´ a = −τ e b = 0, ou
ainda,
B′ = −τN. (2.26)
De 〈N,B〉1 = 0, 〈B,B〉1 = 0 e da equac¸a˜o (2.26), obtemos
0 = 〈N′,B〉1 + 〈N,B′〉1 = 〈N′,B〉1 − τ〈N,N〉1 + 〈B,B〉1
= 〈N′,B〉1 − 〈τT,B〉1 + 〈B,B〉1
= 〈N′ − τT + B,B〉1,
logo
N′ = τT − B. (2.27)
Portanto das equac¸o˜es (2.26) e (2.27) sa˜o as equac¸o˜es de Frenet e sa˜o dadas por
T′ = N
N′ = τT − B
B′ = −τN
.
Na pro´xima sec¸a˜o estudamos as he´lices.
2.4 He´lices em R31
Vimos na Sec¸a˜o 1.2 que no espac¸o Euclidiano de treˆs dimensa˜o, uma he´lice e´ uma curva
tal que seu vetor tangente faz uma aˆngulo constante com um direc¸a˜o fixa. Essa direc¸a˜o
fixa e´ chamada eixo da he´lice. Um resultado interessante sobre he´lices no espac¸o
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Euclidiano mostra que, uma curva em R3 e´ uma he´lice se, e somente se, τk = constante,
onde k e τ sa˜o a curvatura e torc¸a˜o da curva respectivamente.
Definic¸a˜o 18 Uma he´lice emR31 e´ uma curva regular tal que 〈T(s), v〉1 e´ uma func¸a˜o constante
para algum vetor fixo v na˜o nulo. Cada reta paralela a direc¸a˜o v e´ chamada eixo da he´lice.
O teorema a seguir caracteriza as he´lices tipo espac¸o e tipo tempo.
Teorema 4 Seja α : I −→ R31 uma curva tipo tempo ou tipo espac¸o com T′ na˜o tipo luz em R31.
Se α e´ uma he´lice, enta˜o τ/k e´ uma func¸a˜o constante.
Demonstrac¸a˜o: Vamos dividir nos casos em que α e´ tipo tempo e tipo espac¸o. Podemos
tomar α parametrizada pelo comprimento de arco
caso 1) Considere α uma curva tipo tempo. Derivando a expressa˜o 〈T, v〉1 = const.
e usando a equac¸a˜o (2.13) para escrevermos v = aT + bB. Novamente derivando e
usando a equac¸a˜o (2.17), segue que
a′T + akN + b′B − τbN = a′T + (−τ + ak)N + b′B = 0.
Pela independeˆncia dos vetores {T,N,B} temos
a′ = 0
b′ = 0
−τb + ak = 0.
Logo a e b sa˜o constantes e τk =
a
b e´ constante.
Caso 2) Seja α uma curva tipo espac¸o. Assim devemos considerar duas possibili-
dades, quando T′ e´ tipo tempo e tipo espac¸o. Consideremos T′ tipo tempo e derivando
a expressa˜o 〈T, v〉1 = const. e usando a equac¸a˜o (2.18), para escrevermos v = aT + bB,
derivando em relac¸a˜o ao paraˆmetro da curva juntamente com equac¸a˜o (2.21), temos
a′T + akN + b′B + τbN = a′T + (τ + ak)N + b′B = 0.
Pela indepeˆndencia dos vetores {T,N,B},
a′ = 0
b′ = 0
τb + ak = 0.
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Logo a e b sa˜o constantes e τk = − ab e´ constante. Para T′ tipo espac¸o, diferenciando
〈T, v〉1 = const., onde v e´ um vetor fixo, obtemos que k〈N, v〉1 = 0. Logo v pertence ao
complemento ortogonal de N. Usando (2.22) para escrevermos v = aT +bB e derivando
em relac¸a˜o ao paraˆmetro da curva juntamente com a equac¸a˜o (2.24), temos que
a′T + akN + b′B + τbN = a′T + (τ + ak)N + b′B = 0.
Como {T,N,B} sa˜o vetores linearmentes independentes, enta˜o
a′ = 0
b′ = 0
τb + ak = 0.
portanto a e b sa˜o constantes e τk = − ab e´ constante.
A recı´proca desse teorema pode ser enunciada da seguinte forma.
Teorema 5 Seja α uma curva tipo tempo ou tipo espac¸o, com vetor normal na˜o tipo luz. Se τk e´
constante, enta˜o α e´ uma he´lice.
Demonstrac¸a˜o: Consideremos primeiramente α tipo tempo e τk = c ⇒ τ = kc. Defi-
nindo v = cT + B e usando a equac¸a˜o (2.17) temos:




〈T, v〉1 = 〈T, cT〉1 + 〈T,B〉1 = c.
Considere agora α uma curva tipo espac¸o e N na˜o tipo luz. Dessa forma existem
duas possibilidades: N e´ tipo tempo ou N tipo espac¸o. Seja N tipo tempo, como
τ
k = c ⇒ τ = kc. Defina v = cT − B, onde c e´ uma constante. E´ necessa´rio provar que
v′ = 0 e 〈T, v〉1 = const.. Derivando e usando a equac¸a˜o (2.21) temos:




〈T, v〉1 = 〈T, cT〉1 − 〈T,B〉1 = c.
O caso em que N e´ tipo espac¸o e´ ana´logo ao anterior.
Observac¸a˜o: Quando uma curva regular α esta´ contida em um plano temos 〈T, v〉1 =
const. com v ∈ R31, isto e´, α e´ uma he´lice. Ale´m disso, temos que uma curva regular α
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tipo tempo ou tipo espac¸o com vetor T′ na˜o tipo luz esta´ contida em plano se, e somente
se, τ = 0.
2.5 Superfı´cies Parametrizadas No Espac¸o de Minkowski
Nesta sec¸a˜o estudamos as superfı´cies parametrizadas para o espac¸o de Minkowski, que
ana´loga a definic¸a˜o dada para o espac¸o EuclidianoR3 porque na˜o depende da me´trica.
Definic¸a˜o 19 Uma superfı´cie parametrizada regular e´ uma aplicac¸a˜o χ : U ⊂ R2 −→ R31
definida por χ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), onde U e´ um conjunto aberto, tal que:
i) χ e´ diferencia´vel de classe C∞.
ii) Para todo q = (u, v) ∈ U, diferencial de χ em q, dχq : R2 −→ R3 e´ injetora.
Quando χ e´ uma superfı´cie parametrizada regular dχq(R2) e´ um subespac¸o de duas
dimensa˜o emR3. Este espac¸o e´ chamado plano tangente da superfı´cie no ponto p = χ(q).
Como {e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)} e´ uma base de R2 e dχq : R2 −→ R3 e´ uma transformac¸a˜o
linear injetora, enta˜o {dχq(e1) = χu, dχq(e2) = χv} e´ uma base para o plano tangente.
Quando dχq : R2 −→ R3 na˜o e´ injetora dizemos que o ponto p = χ(q) e´ um ponto
singular
Assim como classificamos os vetores, os subespac¸os, os planos e as curvas tambe´m
podemos classificar as superfı´cies parametrizadas regular.
Definic¸a˜o 20 Seja χ ⊂ R31 uma superfı´cie parametrizada regular.
i) χ e´ chamada ser tipo espac¸o, se o plano tangente for tipo espac¸o.
ii) χ e´ chamada tipo tempo, se o plano tangente for tipo tempo.
iii) χ e´ chamada tipo luz, se o plano tangente for tipo luz.
Na definic¸a˜o do produto vetorial no espac¸o de Minkowski o vetorχu∧χv e´ ortogonal aos
vetores {χu, χv}. Assim pela Proposic¸a˜o 3 para classificar as superfı´cies parametrizadas
regular, e´ suficiente analisar χu ∧ χv. Quando χu ∧ χv e´ tipo tempo ou tipo espac¸o,
surge naturalmente a existeˆncia de um vetor unita´rio ortogonal ao plano tangente,
denominado de vetor normal para cada ponto da superfı´cie, escrito da seguinte forma
η(u, v) =
χu ∧ χv
|χu ∧ χv|1 . (2.28)
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2.6 Superfı´cies Regradas No Espac¸o de Minkowski
Nesta sec¸a˜o, estudamos as superfı´cies regradas no espac¸o de Minkowski para que
possamos estudar as superfı´cies desenvolvı´veis no pro´ximo capı´tulo.
Definic¸a˜o 21 Dada um famı´lia a 1-paraˆmetro de retas {α(t),X(t)} a superfı´cie S, parametrizada
por
χ(t, v) = α(t) + vX(t), t ∈ I, v ∈ R,
e´ chamada superfı´cie regrada gerada pela famı´lia {α(t),X(t)}. A curva α(t) e´ chamada de diretriz
da superfı´cie e as retas Lt que passam por α(t) e esta´ na direc¸a˜o de X(t) sa˜o chamadas de geratrizes
da superfı´cie.
Lema 7 Seja S ⊂ R31 uma superfı´cie regrada parametrizada por χ(t, v) = α(t) + vX(t), com α
uma curva regular, |X|1 = 1, |X′|1 , 0 para todo u ∈ I. Enta˜o existe uma u´nica parametrizac¸a˜o
χ(u, v) = β(u) + vX(u), tal que 〈β′(u),X′(u)〉1 = 0
Demonstrac¸a˜o: Supondo a existeˆncia de uma curva β(u) = α(u) + t(u)X(u), escrevamos
β(u) = β, α(u) = α, X(u) = X, t(u) = t. Assim
0 = 〈β′,X′〉1 = 〈α′ + t′X + tX′,X′〉1 = 〈α′,X′〉1 + 〈X′,X′〉1.
Logo t = − 〈α′,X′〉1〈X′,X′〉1 e β = α −
〈α′,X′〉1
〈X′,X′〉1 X. Para provar que na˜o depende da parametrizac¸a˜o,
considere α definida no mesmo domı´nio de α, outra diretriz da superfı´cie regrada.
Temos
χ(u, v) = α(u) + vX(u) = α(u) + sX(u), (2.29)
para alguma func¸a˜o s = s(v). Como consequeˆncia podemos definir β e β para cada caso
como
β = α − 〈α
′,X′〉1








Mas da equac¸a˜o (2.29), α − α = (s − v)X ou ainda α′ − α′ = (s − v)X′, a partir destes
resultados segue que
β − β = (α − α) + 〈α
′ − α′,X′〉1
〈X′,X′〉1 X
= (s − v)X − 〈(s − v)X
′,X′〉1
〈X′,X′〉1 X




A curva β tem um nome especial.
Definic¸a˜o 22 Seja S ⊂ R31 uma superfı´cie regrada parametrizada por χ(u, v) = β(u) + vX(u)
e |X′|1 , 0, tal que 〈β′,X′〉1 = 0, neste caso chamamos β de linha de estricc¸a˜o de S.
Seja S ⊂ R31 uma superfı´cie regrada parametrizada por χ(u, v) = β(u) + vX(u), onde
β e´ uma linha de estricc¸a˜o. Como |X′|1 , 0, |X|1 = 1, 〈β′,X′〉1 = 0 e 〈X,X′〉1 = 0
pela Proposic¸a˜o 3 a linha de estricc¸a˜o na˜o e´ tipo luz para nenhum u ∈ I e ainda
{β′,X} ∈< X′ >⊥, logo podemos escrever β′ ∧ X = λX′, ou ainda





Chamamos PX o paraˆmetro de distribuic¸a˜o da superfı´cie regrada S.
Para fazer sentido essa definic¸a˜o e´ preciso mostrar que o paraˆmetro de distribuic¸a˜o
na˜o depende da parametrizac¸a˜o escolhida. De fato, seja β(u) = α(u) + t(u)X(u) a linha
de estricc¸a˜o de uma superfı´cie regrada parametrizada por χ(u, v) = α(u)+vX(u). Assim








No Espac¸o Euclidiano foi verificado, que os pontos de singularidades da superfı´cie
regrada esta˜o sobre a linha estricc¸a˜o. Para o Espac¸o de Minkowski um resultado
semelhante pode ser enuciado, mais com algumas restric¸o˜es.
Lema 8 Seja S ⊂ R31 superfı´cie regrada tipo espac¸o ou tipo tempo parametrizada por χ(u, v) =
α(u) + vX(u), tal que 〈X,X〉1 = −1 e |X′|1 , 0. Enta˜o os pontos de singularidades esta˜o sobre a
linha de estricc¸a˜o.
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Demonstrac¸a˜o: Tomando χ(u, v) = β(u) + vX(u) uma parametrizac¸a˜o para a superfı´cie
como no Lema 7, temos χu = β′+vX′ e χv = X. Equivalente a dχq na˜o ser uma aplicac¸a˜o
injetiva e´ termos que (χu∧χv)q = 0. Suponha (χu∧χv)q = 0, enta˜o 〈χu ∧ χv, χu ∧ χv〉1 = 0.
Assim
0 = 〈χu ∧ χv, χu ∧ χv〉1 = 〈β′ ∧ X + vX′ ∧ X, β′ ∧ X + vX′ ∧ X〉1
= 〈PXX′ + vX′ ∧ X,PXX′ + vX′ ∧ X〉1
= 〈PXX′,P2XX′〉1 + 〈vX′ ∧ X, vX′ ∧ X〉1
= P2X〈X′,X′〉1 + v2〈X′ ∧ X,X′ ∧ X〉1
Como X e´ tipo tempo, temos X′ e X′ ∧ X e´ tipo espac¸o. Assim PX = v = 0. Se v = 0 a




Tipo Tempo e Tipo Espac¸o no Espac¸o de
Minkowski
No capı´tulo 1 estudamos sobre as superfı´cies regradas desenvolvı´veis em R3. Baseado
neste estudo, iremos definir as superfı´cies regradas desenvolvı´veis no espac¸o de Min-
kowski e com auxı´lio do paraˆmetro de distribuic¸a˜o definido na Sec¸a˜o 2.6, relacionar
com as propriedades da diretriz da superfı´cie regrada, mais especificamente com a
curvatura k e a torc¸a˜o τ da diretriz. Este capı´tulo foi baseado nas refereˆncias [11], [13]
e [7].
Definic¸a˜o 23 Uma superfı´cie regrada no espac¸o de Minkowski e´ desenvolvı´vel se ao longo de
cada geratriz da superfı´cie regrada o plano tangente e´ constante.
Com base nesta definic¸a˜o, temos a seguinte caracterizac¸a˜o para as superfı´cies regradas
desenvolvı´veis.
Lema 9 Uma superfı´cie regrada S tipo tempo ou tipo espac¸o e´ desenvolvı´vel se e somente o
paraˆmetro de distribuic¸a˜o da superfı´cie regrada e´ nulo.
Demonstrac¸a˜o: Suponha que S e´ um superfı´cie regrada desenvolvı´vel. Considere uma




χuv = X′. (3.1)
Como S e´ tipo tempo ou tipo espac¸o o vetor normal da superfı´cie esta´ bem definido e
escrito como na equac¸ao (2.28). Seja a = a(u, v) dada por a = 1|χu∧χv|1 , as expresso˜es para
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η e ηv temos:
η = a(β′ ∧ X + vX′ ∧ X)⇒ ηv = av(β′ ∧ X + vX′ ∧ X) + aX′ ∧ X. (3.2)
Como S e´ desenvolvı´vel, isto e´, plano tangente e´ constante ao longo de cada geratriz
da superfı´cie, o vetor normal da superfı´cie e´ constante para cada geratriz da superfı´cie
regrada, daı´ temos ηv = 0. Assim
0 = 〈ηv,X′〉1 = 〈av(β′ ∧ X + vX′ ∧ X) + aX′ ∧ X,X′〉1 = av〈β′ ∧ X,X′〉1.
Afirmamos que av , 0. De fato, como χu ∧ χv e´ tipo tempo ou tipo espac¸o e temos que
av = ±v〈X






Logo 〈β′ ∧ X,X′〉1 = 0 e portanto PX = 0. Reciprocamente se PX = 0, devemos mostrar
que 〈ηv, χu〉1 = 〈ηv, χv〉1 = 0, pois daı´ ηv = 0, uma vez que |η|1 = 1, obtemos que η e´
constante ao longo de cada diretriz da superfı´cie. Das equac¸o˜es (3.1) e (3.2)
〈ηv, χv〉1 = 〈av(β′ ∧ X + vX′ ∧ X) + aX′ ∧ X,X〉1 = 0,
e usado que PX = 0 temos
〈ηv, χu〉1 = 〈av(β′ ∧ X + vX′ ∧ X) + aX′ ∧ X, β′ + vX′〉1 = −a〈β′ ∧ X,X′〉1 = 0.
Concluindo a demonstrac¸a˜o do lema.
Para o uso nas sec¸o˜es seguintes vamos considerar as seguintes notac¸o˜es.
Seja α : I −→ R31 uma curva tipo tempo ou tipo espac¸o parametrizada pelo com-
primento de arco s e {T(s),N(s),B(s)} o triedro de Frenet. Considere {e1 = (1, 0, 0), e2 =
(0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)} um sistema de coordenadas para o espac¸o de Minkowski. Como
os vetores {T(s),N(s),B(s)} sa˜o linearmente independentes, eles formam uma base para
R31 em cada s ∈ I. Seja χ(s, v) = α(s) + vX(s) a parametrizac¸a˜o de uma superfı´cie regrada
com
X(s) = x1T(s) + x2N(s) + x3B(s), (3.3)
xi ∈ R, i = 1, 2, 3, constantes reais na˜o nulas e |X(s)|1 = 1, |X(s)′|1 , 0 para todo s ∈ I.
Vamos omitir o paraˆmetro s e escrever α(s) = α, X(s) = X, T(s) = T, N(s) = N, B(s) =
B, k(s) = k, τ(s) = τ.
Os resultados seguintes esta˜o baseados nas hipo´teses acima.
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3.1 Superfı´cies Regradas Desenvolvı´veis com Diretriz
Tipo Tempo
Considere uma curva tipo tempo α : I −→ R31. Assim temos que T e´ um vetor tipo
tempo e da Proposic¸a˜o 3, N e B sa˜o vetores tipo espac¸o.
Teorema 6 Seja α : I −→ R31 uma curva tipo tempo parametrizada pelo comprimento de arco.
A superfı´cie regrada tipo espac¸o ou tipo tempo que tem α como diretriz e geratrizes na direc¸a˜o










Demonstrac¸a˜o: De acordo com o Lema 9, devemos mostar que o paraˆmetro de
distribuic¸a˜o de χ e´ nulo. Usando as equac¸o˜es 2.17, obtemos uma expressa˜o para
X′ dada por:
X′ = x1T′ + x2N′ + x3B′
X′ = x1kN + x2(kT + τB) − x3τN
X′ = x2kT + (x1k − x3τ)N + x2τB. (3.5)









x2k x1k − x3τ x2τ
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
x22τ − (x1k − x3τ)x3






2 − k2) + (x1k − x3τ)2 . (3.6)










3.1.1 Casos Especiais Para Curvas Tipo Tempo
No Teorema 6 foi essencial que os nu´meros x1, x2 e x3 fossem na˜o nulos. Vamos agora
fazer um estudo no caso em que alguns do xi; i = 1, 2, 3 sa˜o nulos. Primeiramente vamos
considerar X na direc¸a˜o dos vetores do triedro de Frenet e em seguida quando X esta´
em alguns dos planos formado pelos vetores de Frenet. Tais situac¸o˜es sa˜o chamadas
de casos especiais.
Teorema 7 Seja α : I −→ R31 uma curva tipo tempo parametrizada pelo comprimento de arco e
χ(s, v) = α(s) + vX(s) uma parametrizac¸a˜o para a superfı´cie regrada tipo tempo ou tipo espac¸o.
i) Se X = T a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel e tipo tempo.
ii) Se X = N a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel se, e somente se, e´ parte de um plano.
iii) Se X = B a superfı´cie regrada na˜o e´ desenvolvı´vel.
Demonstrac¸a˜o: i) Supondo X = T, temos de (3.3) que x2 = x3 = 0 e x1 = 1. Substituindo
na equac¸a˜o (3.6), temos que
PX = 0.
Logo a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel. Para mostrar que e´ tipo tempo, observe que
das equac¸o˜es (2.13) e (2.17), obtemos
η =
χs ∧ χv
|χs ∧ χv|1 =
kvN ∧ T
|χs ∧ χv|1 =
−kvB
|χs ∧ χv|1 .
Como B e´ um vetor tipo espac¸o o plano tangente e´ tipo tempo, ou seja, a superfı´cie
regrada desenvolvı´vel e´ tipo tempo.




τ2 − k2 .
Portanto PX = 0 ⇔ τ = 0. Assim α e´ uma curva planar no plano osculador e como X
tambe´m esta´ no plano osculador a superfı´cie regrada tipo tempo ou tipo espac¸o e´ parte
de um plano.





, 0, ∀ (s, v) ∈ I ×R.
Portanto a superfı´cie regrada na˜o e´ desenvolvı´vel. Mas α e´ uma linha de estricc¸a˜o da
superfı´cie regrada, pois 〈α′,X′〉1 = 〈T,−τN〉1 = 0.
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Quando X esta´ em algum dos planos formados pelos vetores de Frenet, temos o
seguinte resultado.
Teorema 8 Seja α : I −→ R31 uma curva tipo tempo parametrizada pelo comprimento de arco e
χ(s, v) = α(s) + vX(s) uma parametrizac¸a˜o para a superfı´cie regrada tipo tempo ou tipo espac¸o.
i) Se X esta´ no plano normal a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel se, e somente se, τ = 0.
ii) Se X esta´ no plano osculador a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel se, e somente se, X = T ou
a superfı´cie regrada e´ parte de um plano.
iii) Se X esta´ no plano retificante a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel se, e somente se, X = T
Demonstrac¸a˜o: i) O plano normal e´ formado pelos vetores N e B. Assim de (3.3)
escrevemos X = x2N + x3B e x22 + x
2
3 = 1, pois os vetores N e B sa˜o tipo espac¸o.











Portanto PX = 0⇔ τ = 0. Assim α e´ uma curva planar.
ii) O plano osculador e´ formado pelos vetores T e N. Assim de (3.3) escrevemos
X = x1T + x2N e −x21 + x22 = 1, pois T e´ tipo tempo e B e´ tipo espac¸o. Utilizando a








2 − k2 .
Portanto PX = 0 ⇔ x2 = 0 ou τ = 0. Se x2 = 0 temos X = T e o resultado segue do
Teorema 7. Se τ = 0, temos que α e´ uma curva planar no plano osculador. Como X
tambe´m esta´ no plano osculador concluı´mos que a superfı´cie regrada tipo tempo ou
tipo espac¸o e´ parte de um plano.
iii) O plano retificante e´ formado pelos vetores T e B. Assim de (3.3) segue que x2 = 0 e
X = x1T + x3B. Utilizando (3.6), o paraˆmetro de distribuic¸a˜o e´ dado por
PX =
x23τ − x1kx3
(x1k − x3τ)2 =
−x3(x1k − x3τ)
(x1k − x3τ)2 =
−x3
(x1k − x3τ) .
Logo PX = 0 se, e somente se, x3 = 0. Ale´m disso, observe que 〈α′,X′〉1 = 〈T, kN〉1 = 0,
isto e´, α e´ uma linha de estricc¸a˜o.
Observe que estamos considerando uma superfı´cie regradaχ(s, v) = α(s)+vX(s), com
αuma curva tipo tempo parametrizada pelo comprimento de arco e X = x1T+x2N+x3B,
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|X|1 = 1 e |X′|1 , 0. Considere novamente uma curva α tipo tempo parametrizada pelo
comprimento de arco e uma superfı´cie regrada parametrizada por χ(s, v) = β(s) + vX(s),
onde agora a diretriz β e´ uma curva tal que o seu vetor tangente e´ dado por β′ =
y1T + y2N + y3B; yi ∈ R; i = 1, 2, 3 sa˜o constantes reais.
A partir das hipo´teses acima o seguinte teorema pode ser enunciado.
Teorema 9 Seja α : I −→ R31 uma curva tipo tempo parametrizada pelo comprimento de arco
e β : I −→ R31, tal que β′ = y1T + y2N + y3B, onde yi ∈ R; i = 1, 2, 3 sa˜o constantes reais.
A superfı´cie regrada tipo tempo ou tipo espac¸o que tem β diretriz e as geratrizes na direc¸a˜o de







3) − y2x1x2 − y3x1x3
y3(x21 − x22) − y2x2x3 + y1x1x3
. (3.7)
Demonstrac¸a˜o: Considere X′ dado na equac¸a˜o (3.5). Utilizando a equac¸a˜o (2.30) para












3)τ − x1kx3] − y2[x1x2τ − x2x3k] + y3[k(x21 − x22) − x1x3τ]
x22(τ




3) − y2x1x2 − y3x1x3]τ + k[y3(x21 − x22) + y2x2x3 − y1x1x3]
x22(τ
2 − k2) + (x1k − x3τ)2 . (3.8)
Portanto
PX = 0⇔ kτ =
−y1(x22 + x23) + y2x1x2 + y3x1x3
y3(x21 − x22) + y2x2x3 − y1x1x3
.
Observac¸a˜o: No teorema acima, considerando y2 = y3 = 0 e y1 = 1 temos exatamente
o Teorema 6.
Na proxima sec¸a˜o faremos um estudo ana´logo para curvas tipo espac¸o.
3.2 Superfı´cies Regradas Desenvolvı´veis com Diretriz Tipo
Espac¸o
Nesta sec¸a˜o, baseados nas refereˆncias [11] e [13], estudamos as superfı´cies regradas
desenvolvı´veis com diretriz tipo espac¸o.
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Considere α : I −→ R31 uma curva tipo espac¸o parametrizada pelo comprimento de
arco s e {T(s),N(s),B(s)} a base de Frenet. Como α e´ tipo espac¸o < T >⊥ e´ um subespac¸o
tipo tempo, assim pela Proposic¸a˜o 5 temos que N pode ser tipo tempo, tipo espac¸o
ou tipo luz. Seja χ(s, v) = α(s) + vX(s) a parametrizac¸a˜o de uma superfı´cie regrada
com X(s) = x1T(s) + x2N(s) + x3B(s), xi ∈ R, i = 1, 2, 3, constantes reais na˜o nulas e
|X(s)|1 = 1, |X(s)′|1 , 0 para todo s ∈ I. Para facilitar os ca´lculos, considere tambe´m
α(s) = α, X(s) = X, T(s) = T, N(s) = N, B(s) = B, k(s) = k, τ(s) = τ.
No que segue enunciaremos dois teoremas: um para N tipo tempo e tipo espac¸o e
outro para N tipo luz.
Teorema 10 Seja α : I −→ R31 uma curva tipo espac¸o parametrizada pelo comprimento de arco
com o vetor normal na˜o tipo luz. A superfı´cie regrada tipo espac¸o ou tipo tempo que tem α como
diretriz e as geratrizes na direc¸a˜o de X = x1T + x2N + x3B e´ desenvolvı´vel se, e somente se, α e´







Demonstrac¸a˜o: Consideremos as possibilidades para N.
i) Considere N um vetor tipo tempo. As equac¸o˜es de Frenet sa˜o dadas por (2.21).
Utilizando-as para obter uma expressa˜o para X′, temos que
X′ = x1T′ + x2N′ + x3B′
X′ = x1kN + x2(kT + τB) + x3τN
X′ = x2kT + (x1k + x3τ)N + x2τB. (3.10)








x2k x1k + x3τ x2τ
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
(x22 − x23)τ − x1kx3
x22(τ
2 + k2) − (x1k + x3τ)2 . (3.11)







ii) Considere N um vetor tipo espac¸o. As equac¸o˜es de Frenet sa˜o dadas por (2.24).
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Assim obtemos uma expressa˜o para X′ da seguinte forma
X′ = x1T′ + x2N′ + x3B′
X′ = x1kN + x2(−kT + τB) + x3τN
X′ = −x2kT + (x1k + x3τ)N + x2τB. (3.12)








−x2k x1k + x3τ x2τ
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
(x22 − x23)τ − x1kx3
x22(k
2 − τ2) + (x1k + x3τ)2 . (3.13)







Quando N e´ tipo luz podemos enunciar o seguinte teorema.
Teorema 11 Seja α : I −→ R31 uma curva tipo espac¸o parametrizada pelo comprimento de arco
com o vetor normal tipo luz. A superfı´cie regrada tipo espac¸o ou tipo tempo que tem α como
diretriz e as geratrizes na direc¸a˜o de X = x1T + x2N + x3B e´ desenvolvı´vel se, e somente se, τ e´
constante que satifaz a equac¸a˜o.
τ = − x1
x2 + x3
. (3.14)
Demonstrac¸a˜o: Como N e´ um vetor tipo luz a curvatura na˜o esta´ definida. Utilizando
a equac¸a˜o (2.25) para obter uma expressa˜o para X′, temos que
X′ = x1T′ + x2N′ + x3B′
X′ = x1N + x2τN + x3(−T − τB)
X′ = −x3T + (x1 + x2τ)N − x3τB. (3.15)
Consequetemente utilizando a equac¸a˜o (2.30) o paraˆmetro de distribuic¸a˜o calculado na
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−x3 x1 + x3τ −x3τ
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
−(x2x3 + x23)τ − x1x3
x23 − 2x3τ(x1 + x2τ)
. (3.16)
Portanto PX = 0 se, e somente se,





Para obter o Teorema 10 e o Teorema 11 as retas da superfı´cie regrada esta˜o na direc¸a˜o
de X = x1T + x2N + x3B, onde x1, x2, x2 sa˜o constantes reais na˜o nulas. Mas as equac¸o˜es
(3.13) e (3.16) sa˜o va´lidas mesmo que alguns dos xi; i = 1, 2, 3 sejam nulos. Tais situac¸o˜es
sa˜o chamadas casos especiais. Como a curva α e´ tipo espac¸o devemos considerar as
possibilidades de N e estes sera˜o tratados na pro´xima sec¸a˜o.
3.2.1 Casos Especiais Para Curvas Tipo Espac¸o com a Normal Tipo
Tempo
Quando N e´ tipo tempo temos que B e´ tipo espac¸o. Para o caso em que X esta´ na direc¸a˜o
de alguns dos vetores do triedro de Frenet temos o seguinte resultado.
Teorema 12 Seja α : I −→ R31 uma curva tipo espac¸o parametrizada pelo comprimento de
arco, com N um vetor tipo tempo e χ(s, v) = α(s) + vX(s) uma parametrizac¸a˜o para a superfı´cie
regrada tipo tempo ou tipo espac¸o.
i) Se X = T a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel e tipo tempo.
ii) Se X = N a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel se, e somente se, e´ parte de um plano.
iii) Se X = B a superfı´cie regrada na˜o e´ desenvolvı´vel.
Demonstrac¸a˜o: i) Se X = T, de (3.3) temos x1 = 1 e x2 = x3 = 0. Substituindo na equac¸a˜o
(3.11), temos que
PX = 0.
Logo a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel. Para mostrar que superfı´cie regrada desen-
volvı´vel e´ tipo tempo, observe que das equac¸o˜es (2.18), (2.21) temos que
η =
χs ∧ χv
|χs ∧ χv|1 =
kvN ∧ T
|χs ∧ χv|1 =
−kvB
|χs ∧ χv|1 .
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Como B e´ um vetor tipo espac¸o o plano tangente e´ tipo tempo, isto e´, a superfı´cie
regrada desenvolvı´vel e´ tipo tempo.
ii) Se X = N, de (3.3) temos que x1 = x3 = 0 e x2 = 1. Neste caso x1 = x3 = 0 e





Portanto PX = 0 ⇔ τ = 0. Assim α e´ uma curva planar no plano osculador e como X
tambe´m esta´ no plano osculador a superfı´cie regrada tipo tempo ou tipo espac¸o e´ parte
de um plano.







, 0 ∀(s, v) ∈ I ×R.
Como PX , 0, enta˜o a superfı´cie regrada tipo tempo tipo ou tipo espac¸o na˜o pode ser
desenvolvı´vel. Ale´m disso α e´ uma linha de estricc¸a˜o, pois 〈α′,X′〉1 = 〈T, τN〉1 = 0
Quando X esta´ em algum dos planos formados pelos vetores de Frenet, temos o
seguinte resultado.
Teorema 13 Seja α : I −→ R31 uma curva tipo espac¸o parametrizada pelo comprimento de arco
com normal tipo tempo e χ(s, v) = α(s) + vX(s) uma parametrizac¸a˜o para a superfı´cie regrada
tipo tempo ou tipo espac¸o.
i) Se X esta´ no plano normal a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel se, e somente se, τ = 0.
ii) Se X esta´ no plano osculador a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel se, e somente se, X = T ou
a superfı´cie regrada e´ parte de um plano.
iii) Se X esta´ no plano retificante a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel se, e somente se, X = T
i) Se X esta´ no plano normal, segue de (3.3) que x1 = 0 X = x2N + x3B e −x22 + x23 = ±1,
pois N e´ um vetor tipo tempo. Utilizando a equac¸a˜o (3.11), o paraˆmetro de distribuic¸a˜o












Logo PX = 0⇔ τ = 0.
ii) Se X esta´ no plano osculador, de (3.3) temos x3 = 0, X = x1T + x2N e x21 − x22 = ±1.
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2 ∓ k2 .
Para que PX = 0, devemos ter x2 = 0 ou τ = 0. Se x2 = 0, temos X = T e o resultado do
Teorema (12). Se τ = 0, a curva α e´ planar no plano osculador. Como X tambe´m esta´ no
plano osculador a superfı´cie regrada tipo tempo ou tipo espac¸o e´ parte de um plano.
iii) Supondo que X esta´ no plano retificante, de (3.3) temos que x2 = 0, X = x1T + x2B
e x21 + x
2
2 = 1, pois T e B sa˜o vetores tipo espac¸o. Substituindo na equac¸a˜o (3.11), o
paraˆmetro de distribuic¸a˜o e´ dado por
PX =
−x23τ − x1kx3







Portanto PX = 0 se, e somente se, x3 = 0. Ale´m disso, α e´ uma linha de estricc¸a˜o, isto e´,
〈α′,X′〉1 = 〈T, kN〉1 = 0.
3.2.2 Casos Especiais Para Curvas Tipo Espac¸o e a Normal Tipo Espac¸o.
Consideremos agora N um vetor tipo espac¸o, assim temos que B e´ um vetor tipo tempo.
Para o caso em que X esta´ na direc¸a˜o de algum dos vetores do triedro Frenet podemos
enunciar o seguinte teorema.
Teorema 14 Seja α : I −→ R31 uma curva tipo espac¸o parametrizada pelo comprimento de
arco, com N um vetor tipo espac¸o e χ(s, v) = α(s) + vX(s) uma parametrizac¸a˜o para a superfı´cie
regrada tipo tempo ou tipo espac¸o.
i) Se X = T, a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel e tipo espac¸o.
ii) Se X = N, a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel se, e somente se, e´ parte de um plano.
iii) Se X = B, a superfı´cie regrada na˜o e´ desenvolvı´vel.
Demonstrac¸a˜o: i) Se X = T, segue de (3.3) que x2 = x3 = 0 e x1 = 1. Substituindo na
equac¸a˜o (3.13), temos que
PX = 0.
Para mostrar que a superfı´cie regrada desenvolvı´vel e´ tipo espac¸o, observe que das
equac¸o˜es (2.22) e (2.24), temos que
η =
χs ∧ χv
|χs ∧ χv|1 =
kvN ∧ T
|χs ∧ χv|1 =
−kvB
|χs ∧ χv|1 .
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Como B e´ um vetor tipo tempo o plano tangente e´ tipo espac¸o, ou seja, a superfı´cie
regrada desenvolvı´vel e´ tipo espac¸o.




k2 − τ2 .
Portanto PX = 0 ⇔ τ = 0. Assim α e´ uma curva planar no plano osculador. Como X
tambe´m esta´ no plano osculador a superfı´cie regrada desenvolvı´vel e´ parte de um plano.
iii) Supondo que X = B, segue de (3.3) que x1 = x2 = 0 e x3 = 1. Substituindo na







, 0, ∀ (s, v) ∈ I ×R.
Como PX , 0 a superfı´cie regrada tipo tempo ou tipo espac¸o na˜o pode ser desenvolvı´vel.
Ale´m disso, α e´ uma linha de estricc¸a˜o, pois 〈α′,X′〉1 = 〈T, τN〉1 = 0.
Quando X esta´ em algum dos planos formados pelos vetores de Frenet, temos o
seguinte teorema.
Teorema 15 Seja α : I −→ R31 uma curva tipo espac¸o parametrizada pelo comprimento de arco
com normal tipo espac¸o e χ(s, v) = α(s) + vX(s) uma parametrizac¸a˜o para a superfı´cie regrada
tipo tempo ou tipo espac¸o.
i) Se X esta´ no plano normal a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel se, e somente se, τ = 0.
ii) Se X esta´ no plano osculador a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel se, e somente se, X = T ou
a superfı´cie regrada e´ parte de um plano.
iii) Se X esta´ no plano retificante a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel se, e somente se, X = T.
Demonstrac¸a˜o: i) Se X esta´ no plano normal, de (3.3) temos que x1 = 0, X = x2N + x3B
e x22 − x23 = ±1, pois N e´ um vetor tipo espac¸o e B e´ um vetor tipo tempo. Substituindo








2 ∓ τ2 .
Logo PX = 0⇔ τ = 0. Assim α e´ uma curva planar.
ii) Se X esta´ no plano osculador, de (3.3) segue que x3 = 0, X = x1T + x2N e x21 + x
2
2 = 1,
pois T e N sa˜o vetores tipo espac¸o. Substituindo na equac¸a˜o (3.13), o paraˆmetro de
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Logo PX = 0 ⇔ x2 = 0, ou τ = 0. Se x2 = 0 temos X = T o resultado segue do Teorema
14. Se τ = 0, α e´ uma curva planar no plano osculador. Como neste caso X tambe´m
esta´ no plano osculador a superfı´cie regrada desenvolvı´vel e´ parte de um plano.
iii) Se X esta´ no plano retificante, de (3.3) temos que x2 = 0, X = x1T + x3B e
x11−x23 = ±1, pois B e´ um vetor tipo espac¸o. Substituindo na equac¸a˜o (3.13), o paraˆmetro











Portanto PX = 0, se e somente se, x3 = 0. Ale´m disso α e´ uma linha de estricc¸a˜o, pois
〈α′,X′〉1 = 〈T, kN〉1 = 0.
3.2.3 Casos Especiais Para Curvas Tipo Espac¸o e a Normal Tipo Luz
Quando N e´ um vetor tipo luz vimos na Sec¸a˜o 2.3.2, que B tambe´m e´ tipo luz. Assim o
paraˆmetro de distribuic¸a˜o na˜o esta´ definido em alguns casos especiais. De fato, suponha
X = T ⇒ X′ = N, assim 〈X′,X′〉1 = 0. O mesmo acontece para X = N, X = x1T + x2N,
temos tambe´m que 〈X′,X′〉1 = 0. Observe que se X = N e X = B temos que X na˜o
pode ser tomado como unita´rio, pois sa˜o vetores tipo luz. Com essas obervac¸o˜es, resta
apenas dois casos especiais que sera˜o abordados no pro´ximo teorema.
Teorema 16 Seja α : I −→ R31 uma curva tipo espac¸o parametrizada pelo comprimento de arco
com o vetor normal tipo tipo luz e χ(s, v) = α(s) + vX(s) uma parametrizac¸a˜o para a superfı´cie
regrada tipo tempo ou tipo espac¸o.
i) Se X esta´ no plano normal a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel se, e somente se, τ = 0 ou
x2 = −x3.
ii) Se X esta´ no plano osculador a superfı´cie regrada e´ desenvolvı´vel se, e somente se, a torc¸a˜o e´
constante e satisfaz a equac¸a˜o τ = −x1x3 .
Demonstrac¸a˜o: i) Supondo que X esta´ no plano normal, devemos ter x1 = 0, X =
x2N + x3B e 2x2x3 = ±1, pois N e B sa˜o tipo luz. Utilizando a equac¸a˜o (3.16) o paraˆmetro
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x3 − 2x2τ2 .
Logo PX = 0⇔ τ = 0 ou x2 = −x3.
ii) Se X esta´ no plano retificante, segue que x2 = 0 e X = x1T + x3B. Substituindo












Portanto a torc¸a˜o e´ constante.
Observe que estamos considerando uma superfı´cie regradaχ(s, v) = α(s)+vX(s), com
αuma curva tipo espac¸o parametrizada pelo comprimento de arco e X = x1T+x2N+x3B,
|X|1 = 1 e |X′|1 , 0. Considere novamente uma curva α tipo espac¸o parametrizada pelo
comprimento de arco e uma superfı´cie regrada parametrizada por χ(s, v) = β(s) + vX(s),
onde agora a diretriz β e´ uma curva tal que o seu vetor tangente e´ dado por β′ =
y1T + y2N + y3B; yi ∈ R; i = 1, 2, 3 sa˜o constantes reais. Como a curva e´ tipo espac¸o
temos que levar em considerac¸a˜o as possibilidades de N.
A partir das hipo´teses acima o seguinte teorema pode ser enunciado.
Teorema 17 Seja α : I −→ R31 uma curva tipo espac¸o, parametrizada pelo comprimento de
arco com o vetor normal N na˜o tipo luz e β : I −→ R31, tal que β′ = y1T + y2N + y3B, onde
yi ∈ R; i = 1, 2, 3 sa˜o constantes reais. A superfı´cie regrada tipo tempo ou tipo espac¸o que tem
β como diretriz e as geratrizes na direc¸a˜o de X = x1T + x2N + x3B e´ desenvolvı´vel se, e somente




y1(x22 − x23) − y2x1x2 + y3x1x3





−y1(x22 − x23) + y2x1x2 − y3x1x3
y3(x21 + x
2
2) − y2x2x3 − y1x1x3
. (3.18)
Demonstrac¸a˜o: Assim como no Teorema 10, deve ser levado em considerac¸a˜o as
possibilidades do vetor N.
i) Seja N um vetor tipo tempo assim X′ e´ dada pela equac¸a˜o (3.10). Utilizando a equac¸a˜o
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x2k x1k + x3τ x2τ
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
y1[(x22 − x23)τ − x1kx3] − y2[x1x2τ − x2x3k] + y3[k(x21 − x22) + x1x3τ]
x22(τ
2 + k2) − (x1k + x3τ)2
=
[y1(x22 − x23) − y2x1x2 + y3x1x3]τ + k[y3(x21 − x22) + y2x2x3 − y1x1x3]
x22(τ
2 + k2) − (x1k + x3τ)2 . (3.19)
Portanto
PX = 0⇔ kτ = −
y1(x22 − x23) − y2x1x2 + y3x1x3
y3(x21 − x22) + y2x2x3 − y1x1x3
.
ii) Seja N um vetor tipo espac¸o, assim X′ e´ dada pela equac¸a˜o (3.12). Utilizando a







−x2k x1k + x3τ x2τ
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
y1[(x22 − x23)τ − x1kx3] − y2[x1x2τ + x2x3k] + y3[k(x21 + x22) + x1x3τ]
x22(k
2 − τ2) + (x1k + x3τ)2
=
[y1(x22 − x23) − y2x1x2 + y3x1x3]τ + k[y3(x21 + x22) − y2x2x3 − y1x1x3]
x22(k
2 − τ2) + (x1k + x3τ)2 . (3.20)
Portanto
PX = 0⇔ kτ =
−y1(x22 − x23) + y2x1x2 − y3x1x3
y3(x21 + x
2
2) − y2x2x3 − y1x1x3
.
Quando N e´ um vetor tipo luz temos o seguinte resultado.
Teorema 18 Seja α : I −→ R31 uma curva tipo espac¸o, parametrizada pelo comprimento de
arco com o vetor normal N tipo luz e β : I −→ R31, tal que β′ = y1T + y2N + y3B, onde
yi ∈ R; i = 1, 2, 3 sa˜o constantes reais. A superfı´cie regrada tipo tempo ou tipo espac¸o que tem
β como diretriz e as geratrizes na direc¸a˜o de X = x1T + x2N + x3B e´ desenvolvı´vel se, e somente
se, a torc¸a˜o e´ constante e satisfaz a equac¸a˜o
τ =
−y3(x21 + x2x3) + y2x23 + y1x1x3
−2y1x2x3 + y2x1x3 + y3x1x2 .
Demonstrac¸a˜o:
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Supondo N um vetor tipo luz, temos que X′ e´ dado pela equac¸a˜o (3.15). Utilizando







−x3 x1 + x2τ −x3τ
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
y1[(−x2x3 − x2x3)τ − x1x3] − y2[−x1x3τ + x23] + y3[x21 + x1x2τ + x2x3]
x23 + 2x3τ(x1 + x2τ)
=
[−2y1x2x3 + y2x1x3 + y3x1x2]τ + y3(x21 + x2x3) − y2x23 − y1x1x3
x23 − 2x3τ(x1 + x2τ)
. (3.21)
Portanto
PX = 0⇔ τ =
−y3(x21 + x2x3) + y2x23 + y1x1x3
−2y1x2x3 + y2x1x3 + y3x1x2 .
Observe que se y1 = 1 e y2 = y3 = 0, temos o caso ja´ estudado no Teorema 16.
3.3 Curvatura de Gauss Para o Espac¸o de Minkowski
Considere S uma superfı´cie tipo tempo ou tipo espac¸o. Seja χ(u, v) uma parametrizac¸a˜o
da vizinhanc¸a de um ponto p ∈ S e {χu, χv} uma base do plano tangente. A primeira
forma fundamental e´ definida por
Ip = 〈,〉1 : TpS × TpS −→ R
Ip(u, v) = 〈u, v〉1. (3.22)
Dado um vetor v = aχu + bχv do plano tangente, temos que
Ip(v, v) = 〈v, v〉1 = a2〈χu, χu〉1 + 2ab〈χu, χv〉1 + b2〈χv, χv〉1,
ou ainda
Ip(v, v) = 〈v, v〉1 = (a b)
 E FF G
  ab
 ,
onde E = 〈χu, χu〉1,F = 〈χu, χv〉1,E = 〈χv, χv〉1. Chamados E,F e G de coeficientes da
primeira forma fundamental. Como foi visto anteriormente, sendo S uma superfı´cie
tipo tempo ou tipo espac¸o, podemos definir um campo de vetor unita´rio ortogonal ao
plano tangente dado por
η(u, v) =
χu ∧ χv
|χu ∧ χv|1 .
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Enta˜o definimos a segunda forma fundamental de χ da seguinte maneira
IIp : TpS × TpS :−→ R
IIp(u, v) = −〈(dη)p(u), v〉1. (3.23)
Assim dado um vetor v = aχu + bχv ∈ TpS, temos que
IIp(v, v) = 〈(dη)p(v), v〉1 = −〈(dη)p(aχu + bχv), aχu + bχv〉1
= −〈a(dη)p(χu) + b(dη)p(χv), aχu + bχv〉1
= −a2〈(dη)p(χu), χu〉1 − 2ab〈(dη)p(χu), χv〉1 − b2〈(dη)p(χv), χv〉1
= a2e + 2ab f + b2g,
onde e = −〈(dη)p(χu), χu〉1 = 〈η, χuu〉1, f = −〈(dη)p(χu), χv〉1 = 〈η, χuv〉1 e g = −〈(dη)p(χv), χv〉1 =
〈η, χvv〉1. Chamamos e, f e g de coeficientes da segunda forma fundamental. A curva-
tura de Gauss e´ definida por
K =
eg − f 2
|EG − F2| . (3.24)
Foi visto na Sec¸a˜o 1.4, que a curvatura gaussiana da superfı´cie regrada desenvolvı´vel
e´ identicamente nula. Um resultado ana´logo vale para superfı´cies regradas desen-
volvı´veis tipo tempo ou tipo espac¸o no espac¸o de Minkowski. De fato, seja χ(s, v) =
β(s) + vX(s), uma parametrizac¸a˜o de uma superfı´cie regrada tipo espac¸o ou tipo tempo,
com |X|1 = 1 e |X′|1 , 0. Assim
χv = X(s), χvv = 0, χvu = χuv = X′(s).
Logo e = 0 e
f = 〈N, χuv〉1 = 〈X′(s), χu ∧ χv|χu ∧ χv|1 〉1 =
det(β′,X,X′)
|χu ∧ χv|1 =
PX〈X′,X′〉1
|χu ∧ χv|1 ,
onde PX e´ o paraˆmetro de distribuic¸a˜o da superfı´cie regrada definido em (2.30). Dessa
forma, a expressa˜o da curvatura de Gauss para este caso e´ dada por
K =
− f 2
|EG − F2| = −
P2X(〈X′,X′〉1)2
|χu ∧ χv|21(|EG − F2|)
. (3.25)




Nste capı´tulo vamos mostrar alguns exemplos de superfı´cies regradas desenvolvı´veis
e na˜o desenvolvı´veis no espac¸o de Minkowski e no espac¸o Euclidiano. Para tal consi-
deramos a curva α dada pela parametrizac¸a˜o α(t) = (senh(t), t
√
2, cosh(t)), t ∈ I ⊂ R.
Primeiramente consideremos α no espac¸o de Minkowski. Assim derivando temos
que
α′(t) = (cosh(t), 1, senh(t)) , ⇒ 〈α′(t), α′(t)〉1 = 2.










































































a curvatura e a torc¸a˜o sa˜o escritas da seguinte forma
k(s) = |T′(s)|1 = 12 ,
τ = 〈N′(s),B(s)〉1 = 12 .
Observe que 〈N(s),N(s)〉1 = −1 e 〈B(s),B(s)〉1 = 1, assim o vetor normal e´ tipo tempo e
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B(s) e´ um vetor tipo espac¸o. Ale´m disso, se v = (0, c, 0) para c uma constante real na˜o





























Assim, o Teorema 10 afirma que a superfı´cie regrada parametrizada por χ(s, v) =
α(s) + vX(s) e´ desenvolvı´vel (Veja Figura 4.1).

















































Figura 4.1: Superfı´cie Regrada Desen-
volvı´vel.
Figura 4.2: He´lice.
Vamos agora considerar X(s) na direc¸a˜o dos vetores de Frenet.
Considerando X(s) = T(s), usando o Teorema 12 temos que a superfı´cie regrada
χ(s, v) = α(s) + vT(s) e´ desenvolvı´vel (Veja Figura 4.3). Uma parametrizac¸a˜o para a


































Figura 4.3: Superfı´cie Regrada Desen-
volvı´vel X(s) = T(s).
Considerando agora X(s) = N(s). O Teorema 12 afirma que a superfı´cie regrada
χ(s, v) = α(s) + vN(s) na˜o e´ desenvolvı´vel, pois α na˜o e´ uma curva planar (Veja Figura

















Figura 4.4: Superfı´cie Regrada na˜o Desen-
volvı´vel X(s) = N(s).
Considerando agora X(s) = B(s). O Teorema 12 afirma que a superfı´cie regrada
χ(s, v) = α(s) + vB(s) na˜o e´ desenvolvı´vel (Veja Figura 4.5). Uma parametrizac¸a˜o para a


































Figura 4.5: Superfı´cie Regrada na˜o Desen-
volvı´vel X(s) = B(s).
Agora vamos considerar a mesma curva α(t) = (senh(t), t, cosh(t)) em R3 e fazer























































a curvatura e a torc¸a˜o sa˜o escritas da seguinte forma
k(s) = |T′(s)| = 1
s2 + 2
,
τ(s) = −〈N′(s),B(s)〉 = −1
s2 + 2
.
Observe que sendo v = (c, 0, 0), onde c e´ uma constante na˜o nula temos que 〈T, c〉 =
c√
2































Logo pelo Teorema 1, a superfı´cie regrada χ(s, v) = α(s) + vX(s) e´ desenvolvı´vel (Veja
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Figura 4.6: Superfı´cie Regrada Desen-
volvı´vel.
Agora vamos considerar X(s) na direc¸a˜o dos vetores de Frenet.
Seja X(s) = T(s), usando o Teorema 2 a superfı´cie regrada χ(s, v) = α(s) + vT(s) e´




























Figura 4.7: Superfı´cie Regrada Desen-
volvı´vel X = T.
Seja X(s) = N(s), usando o Teorema 2 a superfı´cie regrada χ(s, v) = α(s) + vN(s)
na˜o e´ desenvolvı´vel, ja´ que α na˜o esta´ contida em um plano (Veja Figura 4.8). Uma


























Figura 4.8: Superfı´cie Regrada na˜o Desen-
volvı´vel X = N.
Seja X(s) = B(s), usando o Teorema 2 a superfı´cie regrada χ(s, v) = α(s) + vB(s) na˜o e´


























Figura 4.9: Superfı´cie Regrada na˜o Desen-
volvı´vel X = B.
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